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Welkom bij de|e introdudieles over digerentiaalvergelijkngen.
Iedereen voootellen.
In wiskunde D deel 4van Getal en Ruimte krijgen jullievoor de eerste keer te maken met DV. In dit bxfdstuk
wordt al direct bij oxave l een DV gegeven en start het rekenen ermee. Een DV is het woord zegt het al een
vergelijkng en vergelijkingen kun je oplossen. Welnu hoofdstuk 15 maar ook allerlei andere vooral Engelstalige
boeken staan boordevol met oplossingsst|tegieën. Wij willen vandaag vooral stilstaan bij hetgeen wat eigenlijk
voor deze opgave l had moeten staan. Een uitgebreide oriëntatie op DV.
De Ies heet 'lwiskundig voo|pellen''
Op basis |n meetgegevens (data) kun je proberen om iets watje nog niet weet via |rekening te vxopellen.
Wat zou je willen vooHpellen ?
-het weer van morgen, of volgende week wil je Oorspellen
-een tropische storm of tsnunami wll je voorspellen Iiefst zo vroeg mogelijk want dan kun je op tijd maatregelen
nemen, het zelfde geldt voor
-een vulkaanuitbauting of een aardbeving,
-watje ook zotl willen kunnen vooopellen is hoe een constructie zich gedraagtonder extreme omstandigheden
....., bijvxrbeeld een flatgebouw bij een aardbeùng.
Als je weet hoe een construdie zich gedraagt en je maatregelen nemen om zo'n constructie nog veiliger te
maken.
Dat kan door uit te proberen te testen hoe zo'n construdie reageert onder die omstandigheden.
2
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In het volgende filmpje wordt getest of een flat van 7 verdiepingen aardbevingbestendig is.
De flat is hiervoor geplaaàt op een platform dat heen en weer kan bewegen en zo een aardbeving
simuleert.
Zo'n platïorm heeteen 'shake table'.
Alle overbodige zaken zijn weggelaten alleen de constructie staat.
-----...........--.---...-FlL |4 /$ F | | E L E |--------------------------
Je kuntje voorstellen dat dit een hele kostbare en tijdrovende methode is.
Je moet voor verschillende scenario's testen of de constructie stand houd en als dat niet het geval is
moet je weer opnieuw beginnen.
Hetzou handig zijn als je alle denkbare omstandigheden kunt uit proberen zonder iets kapot te maken.
Dit kun je o.a. doen door er een wiskundig model van te maken.
In een wiskundig model zitten alle karakteristieken van het origineel maar dan vertaald in wiskundige
vorm, in formules.
Hiermee kun je rekenen en vervolgensvoorspellingen doen. Bijvoorbeeld of een constructie sterk
genoeg is om allerlei verschillende stress situaties te doorstaan.
3
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Een flight simulator (programma voor PC) is een mooi voorbeeld van een wiskundig model. Het bevat
alle karakteristieken / eigenschappen van een echt vliegtuig in wiskundige vorm; formules.
De PC berekentaan de hand van de karakteristieken van bet vliegtuig en de input van de gebruiker
hoe een vliegtuig in het echt zou reageren het programma gedraagt zich dus als een echt vliegtuig.
Je kunt zo (Ieren) vliegen en al doende duizend keer crashen zonder dat er iets stuk gaat.
Een wat geavanceerdere versie van zo'n flight simulator wordt gebruikt voor het opleiden van piloten
om dezelfde reden
Piloten kunnen oefenen onder allerlei extreme situaties (met een druk op een knop krijg je onweer
storm wat je maar wilt)
zonder echte brokken te maken .
Extra voordeel is dat je een 'hoop vlieguren' kan maken zonder echtin een duur toestel rond te
vliegen. (denk alleen al aan de huidige brandstofprijs)
Bij dit soort (wiskundige) modellen spelen digerentiaalvergelijkingen een grote rol want met name die
DV zijn de (wiskundige) formules die in dat model zitten.
Zij beschrijven hoe bepaalde grootheden veranderen.
4
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Programma
* Het Weer
* W 1 s k u n d 1 g e m o d e I I e n
* Difïerenti a a Ive rgel I'J' k 1 ngen
* Pauze
* Opdrachten
* Af s I u 1 t 1 ng
4 lQKï 21711 D.'|ierïnb efre . t'Mea J' '
Het programma voor vanmiddag:
We beginnen met het weer ... en met name het voorspellen ervan.
Tegenwoordig gaat dat op een wiskundige manier de weersvoorspelling wordt berekend.
Een weersvoorspelling is gebaseerd op een wiskundig model van onze atmosfeer.
Vervolgens het wiskundig modelleren, in een voorbeeld wordt een zogenaamde modelleercyclus stap
voor stap met jullie doorlopen en zul je zien dat een DV een mooi wiskundig stuk gereedschap is
om een bepaald verschijnsel mee te beschrijven.
Dan een stukje theorie over DV. onder andere het grafisch numeriek oplossen van een DV.
Na het bespreken van deze twee onderwerpen hebben jullie hopelijk voldoende kennis opgedaan om
een tweetal opdrachten op te Iossen.
Dit is het doel van deze Ies.
5
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Weten wat het weer gaat doen vanmiddag morgen, volgende week is belangrijk voor ons.
Schijnt de zon of gaat het regenen.
Ga je met de fiets of met de bus naar school ?
Alsje in Nederland buitenactiviteiten plant moet je rekening houden met het weer.
Maar hoe weten we nu wat het weer gaat doen ?
Vroeger werd het weer voorspeld op basis van bekende patronen uit het verleden of via
volkswijsheden bijvoorbeeld:...,...
6
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Het weer
'Ochtendrood geeft water in de sloot'
4. ;x' De D|'erY|Yeqe'z Nea 7
Ochtendrood geeftwater in de sloot
''ochtendrood'' (een rode Iucht bij het opgaan van de zon) wordt vaak veroorzaakt dooi stof- en
dampdeeltjes in de Iucht waardoor zich makkelijk wolken vormen die vervolgens uitregenen.
Deze voorspelling is gebaseerd op 1 variabele (wel of geen ochtendrood)
En soms komt ie uit en soms ook niet.
Dit is Iokaal misschien wel een aardige indicatie maar om een weersvoorspelling te doen voor een
klein landje als Nederland en Iiefst enige tijd voor het weer zich voordoet voldoet dit niet.
De factor tijd is namelijk ook erg belangrijk, je wilt nu weten wat het weer morgen gaat doen. Als je
dat morgen pas hoort hebje geen voorspelling nodig, dan kun je het zelf zien.
Er spelen natuurlijk veel meer variabelen een rol:
- temperatuur
- windrichting, -snelheid
- hoeveelheid zon (bewolking)
- Iuchtdruk
- vochtigheid,
- neerslag.
-l-letweer is een enorm complexe verzameling van factoren.
7
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Weerpionier Richardson (begin vorige eeuw) wilde het weer wiskundig voorspellen (berekenen).
Er is echter geen formule voor het wee r
maar je kunt wel de processen beschril'ven die zich in onze atmosfeer afspelen de processen die het
weer bepalen.
Je kunt een model van de atmosfeer van het weer maken.
In Engeland is een instituut ECMWF die weersvoorspellingen voor Europa maakt.
Naast het verzamelen en opslaan van meetgegevens ontwikkelt men daar wiskundemodellen om het
gedragvan de atmosfeer na te bootsen.
Men maakt een weersverwachting met een rekenmodel met hoge resolutie ( roosterpuntsafstand
'%'l6km). Deze berekeningwordt 51 maal herhaald. Dit gebeurt met een model met Iagere resolutie
(T639 , roosterpuntsafstand * 32 km)
. 8
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Als voorbeeld nemen we hier de Iuchtdruk.
Als de luchtdruk in twee regio'sve|chilt dan zal zich Iucht gaan verplaatsenvan het hoge naar het Iage druk
gebied (wind).
(Vergelijkmaar met het Ieeglopen van een opgeblazen ballon)
Ergebeud iets tengevolge van een verschil een verschil van Iuchtdruk.
Het woord verschil heet ook wel diffe||ie.
Een vergelijking die beschrijft wat er gebeurt ten gevolge van een verschil (een di|erentie) heet dan ook een
differentiaalveœelijking.
Stel je hebt een Iuchtdru|erschil âP.
Dan zal er ten gevolge van dat Iuchtdru|erschil iets veranderen er gaat Iucht gaan stromen
van het gebied met een hogere luchtdruk naar een gebied met Iagere Iuchtdruk.
Die verandering kun je beschrijven per tijdsintewal per uur per dag, per seconde perât.
Deverandering van de luchtdruk per tijdseenheid is dan Lp/tït voor kleine lt wordt het dp/m oftewel P'.
Een vergelijking die een afgeleide bevat noemen we een DiHere|iaalveqelijki|.
Met DV beschrijven we dus vooral processen waarbij allerlei veranderingen plaats vinden.
Dit gebeurt in geval van het weer voor Iuchtdru|erschillen maar ook voor temperatuursverschil Ien
Iuch|ochtigheidsverschillen etc. etc.
Op die manier krijg je een stelsel van DV een model die samen |schrijven wat er allemaal in onze atmosfeer
gebeurl.
Een model waarmeeje uit kunt rekenen kunt voorspellen hoe het weer zich gaat on|ikkelen.
Hoe maakje nu zo'n model ?
Dat kan met behulp van de modelleercyclus.
10
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De modelleercyclus is cyclisch rond. Dat is niet voor niets vaak moet je een paar rondjes doen voor je
echtklaar bent, voorje een goed model hebt. '
Links de werkelijkheid, rechts een model (van die werkelijkheld).
In de werkelijkheid zit een vraag die we willen bean|oorden met een model van die werkelijkheid
kunnen we de oplossing berekenen.
Boven een vraag, onder een antwoord.
Je maakt de vraag concreet met je model vind je een antwoord op die vraag.
Het model maak je dus met als doel je vraag te bean-oorden het bevat alle zaken uit de
werkelijkheid die relevant zijn voor de vraag.
Zaken die niet relevant zijn Iaat je weg DIT 1S CRUCIAAL.
Het model is een vereenvoudiging van de werkelijkheid maar bevat alle karakteristieken .alle
eigenschappen van die werkelijkheid die relevant zijn voor de vraag.
Het antwoord dat je met je model berekenttoet je vervolgens aan de werkelijkheid klopt het wel ?
Het kan zijn dat je na een eerste rondje nog niet alle relevante aspecten van de werkelljkheid in je
model hebt
(het model is weliswaar een vereenvoudiging maar in deze fase iets te eenvoudig),
dan maak je dus een |eede rondje waarin je het model aanpast.
Net zolang totdat het antwoord op je vraag voldoet voor de werkelijkheid,
12
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Eerste fase van het modelleren is de conceptualiseerfase.
We kijken naar de werkelijkheid en stellen een vraag die we willen bean|oorden.
We inventariseren welke aspecten grootheden variabelen van belang zijn.
We observeren en denken na .........
We Ike vraag wil je beantwoorden ?
Welke kracht moeten de motoren Ieveren om segway + bestuurder in evenwicht te brengen /
houden?
Welke aspecten grootheden variabelen zijn van belang ?
Een schematische voorstelling ......
Laten we de bestuurder weergeven als een massa op een bepaalde afstand van het draaipunt.
. 14
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De bestuurder geven we schematisch weer als een massa op een bepaalde afstand van het iraaipunt.
In balans: geen probleem.
Uit balans: de massa valt hij beweegt Meeds sneller hij ondervindt een versnelling
Welke grootheden (kmcht) en variabelen ( wet van Newton massu en versnelling) spelen een rol ?
We willen een kracht uitrekenen we hebben een masr,a op een afstand I van het draaipunt die een
hoeko maakt met de normaal die een versnelling ondervindt.
Kunnen we het proces beschrijven ?
(We zijn nog steeds aan het nadenken over / kijken naar het probleemj
Dit proces is lastig te beschrijven voorje het weet is het voorbij.
Maar als je de boel omdraait het draaipunt boven in plaats van beneden het ding is het zelfde
het proces is hetzelfde het verschil is dat
draaipunt boven: een uitwijking naar Iinks een versnelling naar rechts veroorzaakt
e n
draaipunt beneden: een uitwijking naar Iinks een vesnelling naar Iinks veroorzaakt.
De richting is tegengesteld dat kunnen we corrigeren met een tekenverandering.
(Iinks = - rechts)
Dat proces/ de beweging hebben we voor jullie beschreven:
15
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We hebben een pendulum gemaakt een gewichtje aan een stuk touw.
Natuurlijk niet helemaal een pendulum want touw is flexibel maar als experimentvoldoet dit.
We note re n de hoe k 0- a Is fu nctie van de tijd .
16
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te 0 als slotje door evenwichtstand (0- = 00) gaat.
17
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Voor overzichtelijkheid zijn minder datapunten gebruikt als werkelijk vergaard.
Bij gebruik van alle datapunten is de sinusvorm veel duidelij'ker.
18
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En uit grafiek en tabel volgt de formule.
0- = A si n œt ' me t A = l 4 e n
œ = ZVT, T = 2,9s,. d us œ = 2V2,9
19
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Deze formule beschrijû de positie van de slinger bij een bepaalde beginhoek.
Kunnen we hiermee de vraag beantwoorden:
welke kracht moeten de motoren Ieveren om de segway in evenwicht te brengen beantwoorden ?
Nee,
Hier kunnen we nog niet zoveel mee.
20
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Samenvaûend .....
21
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We gaan mathematiseren een verband zoeken tussen grootheden en variabelen we gaan een model
maken.
Een model waarmee we antwoord kunnen geven op de vraag: 'welke kracht moeten de motoren
Ieveren omde segway in evenwicht te brengen'.
22



GW-34136-23 september 2011

Scan nummer 1 van 1 - Scanpagina 31 van 193

iskundige modellen
W
Verband tussen grootheden en variabelen
- Kracht F
I.I
- massa m 2
0- = 1 4 s i n r
- lengte 1 2 9
7
- h oe k 0-
- versnelling a
4 :2 2011 l|?erYz.veqe'.; Li/en 7..|
Kunnen we hier een yerband uit halen ?
Verband tussen grootheden en variabelen: F = m . A (wet van Newton)
Als de massa van de bestuurder bekend is (wegen) en de versnelling Iinks om of rechts om is bekend
dan kun je de benodigde kracht F uitrekenen.
Als F bekend is kun je de exacte hoeveelheid (electrische) energie toevoeren om die kracht uit te
oefenen.
23
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Verband tussen grootheden en variabelen
a
.t u ' nu x|erhzt|îezixe: 24
De massa van een bestuurder kun je wegen. '
welke versnelling onöervindt die massa ?
Kunnen we met de beschikbare data de a bepalen ?
24
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0- = 1 4 s i 11 t
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We hebben data die de positie beschrijftals functie van de tijd (bij een bepaalde maximale ui|ijking).
De afgeieide van positie als functie van tijd is snelheid, en de afgeleide van snelheid als functie van tijd
is de versnelling.
De versnelling is dus de tweede afgeleide van de positie als functie van de tijd.
In het algemeen (op bord):
S(t) = So + vot + 1/2|t2
ds/dt = v(t) = vo + at
dzs/dtz = = dv/dt = a
25
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2, 9
n ph: JLûtz c|remàaxeqezl/uer ze
Dus we kunnen door te di|erentieren een formule voor de versnelling krijgen.
De versnelling is namelijk de |eede afgeleide van de positie.
26
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iskundige modellen
W
2 17
0- = 1 4 s i n r
2 : 9
#0- 217 21-1
= 14 cos t
dt 2 , 9 2 , 9
4 .).. lDï. t J'x.r. N ''i' ' l: 17
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iskundige modellen
W
211
0- = 1 4 s i n t
29
7
dO- 217 2r1
= l4cos r
de 2 , 9 2 , 9
2
d ? o- 21-1 . 217
= - 14 sln t
dïl 2 9 2 9
: .|
.Z /.1:: Jm: X|reriz|*|e'le ' PMea 22
Van de formule die de positie van de pendulum beschrijft kunnen we door te differentieren een
formule voor de versnelling maken.
De versnellingis afhankelijk van de beginhoek (:')) en van de tijd t.
En dat is niet handig.
Je wilt een formule die voor alle situaties een antwoord geeft, die universeel is.
Je kunt die formule universeel maken door substitutie van 0.
28
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iskundige modellen
W
2 H
0- = 1 4 s i n r
2 9
#0- 217 21-1
= l4cos î
. dt 2, 9 2 : 9
2
dlo- 21-1 2r1
= - 14 sin r
dtl 2 9 2 9
:! :
2
:2 o. 7 rl
=-
dtl a o
- r œ' .
ze J! J.QI.I |-t==â$:e4eQk''me& 19
wat is kenmerkend voor een goed model ?
-ldet is universeel onafhankelijk van de begintoestand.
Als je een experiment herhaalt met een andere begintoestand krijg je hetzelfde model.
()- (t) wordt anders, want de maximale uitwijking (amplitude: in dit geva! 33) is anders.
dzo/dtz blijft gelijk want de beginhoek zit niet in het model.
Dus deze formule beschrijfl de versnelling het pendulum voor alle hoeken, onafhankelijk van de tijd.
29
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iskundige modellen
W
z 2
d 0- 2 17
=- 0-
dtl 2 9
2
dzo. 214
= 0+
al 1 p
M
.1 .. 211ï. Narr|rel: 7 tê/e SD
Rest toch ee n te ken verande ring. (de monstreren)
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iskundige modellen
W
2
71-1
F zullta a = -- 0-
79
2
2
F = m . +
29
7
.1 i'a' lot:t D|rexztzzx e'';e t 'k:'e:î :&
Dus als de slinger afwijkt van de middenstand (met 'hoek 0) krijgt hij een versnelling.
Als 0- bekend is kan ik uitrekenen welke versnelling op de massa werkt.
Daarmee kan je uitrekenen met welke (tegen-) kracht die versnelling te niet wordt gedaan
(F = m . a massa is bekend)
e n ook
met welke (tegen -) kracht ik de afwijking ongedaan kan maken,
met andere woorden hoe ik weer precies in de evenwich|stand kom.
(En voor de mensen die zich afvragen waar de Iengte I (afstand tussen draaipunt en massa) is gebleven
De Iengte van het koord bepaald de periode T dus hoe langer I hoe Ianger T.)
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iskundige modellen
W
De modelleer cyclus:
Fœ* '! WWVYYP
1 Conceptualiseren ''œ'-
2. Mathematiseren ' ' . . '
3. Analyseren ....
=.4,.., .. . Jrx...
4. Interpreteren & valideren
* û Lêtl p|râz N 'z ' k'Ne 15
De wiskundige stap: een wiskundig antwoord op het wiskundig model.
Je zoekt het antwoord op je vraag door in je model wiskundige berekeningen toe te passen.
33
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iskundige modellen
W
De modelleer cyclus:
.- : * c
1. Conceptualiseren
2. Mathematiseren . . . '
3. Analyseren ra .u.....
*> 41**. . . . ' ......
4. Interpreteren & valideren
z .' Dtl FR'ït N ' t i' 3..
Interpreteren en valideren
' Dat is een kwestie van testen.
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iskundige modellen
W
ï'|
N
p
/
'w f
1
2 zà 271: D||'t lrae%ge'l; f A|rn â;
Echter:
Het model van de segway is natuurlijk niet zo eenvoudig.
We hebben een model gemaakt van een pendulum voor een
-statische toestand (het draaipunt staat Milj
-met een bepaalde afstand tot het draaipunt
Noor een beperkte hoek (<300)
-mensen zijn verschillend groot,
-hebben verschillende houdingen
-en het ergste van alles: ze bewegen.
Bovendien de segway kan ook bewegen;
-voor en achteruit
-optrekken en afremmen
-bochtjes maken,
-berg op en berg af, over drempels en door kuilen rijden.
-En onder alle denkbare omslndigheden moet hij rechtop blijven staan.
Je kunt je voorstellen dat het echte model van de segway een stuk ingewikkelder is
Dit was een eerste rondje modelleercyclus voor je met de segway klaar bent moet je nog een paar
keer.
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Differenti aa Ivergel 'IJ' ki ngen
l-2x
9 -
I Lx âtttl nerïsxcrle:' TLMM 16
Hoe Ios je een DV vergelijking op, dat wil zeggen hoe vind je de formule voor y als bijvoorbeeld y? = 2:
(Het meest eenvoudige voorbeeld van een differentiaalvergelijking)
Dit zal jullie hopelijk bekend voorkomen; de Mgeleide van de functie y = :2 (OF y = x2 + 3)
Wat betekent dat, de afgeleide ?
-de richtingscoëficiëntvAN DE RAAKLIJN in een punt, en die richtingscoëf|ciënt is in dit geval
alankelijk van x.
VOORBEELD; IN HET PUNT (3,9) IS DE RC=2'3=6
36
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Differenti aa Ivergel 'IJ' ki ngen
|ku lû|.l Q œk'tqt az'Jm'le % nie- â;
y', de afgeleide van y, dy/dx is de richtingscoëfficientvan de raaklijn in een punt.
Wat moet ik me daar ook al weer bij voorstellen ?
We nemen opnieuw de grafiek van y = x2.
We nemen het punt A(l,1)
Zoom in op de grafiektmet het wieltje op de muis) zoom steeds verder in totdat je ziet dat de
parabool in een rechte Iijn overgaat
Neem 2 punten B en C en trek er een Ii|n door. Je ziet dat je inderdaad een rechte lijn gekregen hebt.
De parabool is op microniveau bij een punt een piepklein stukje rechte lijn (local straightness).
Zoom nu uit totdat de parabool echter nu met de rechte Iijn, weer in beeld komt. Je ziet dat de
rechte Iijn nu de raaklijn is in het punt A (1,1).
De rechte Iijn snijdt de y-as in het punt (0,-1). inzoomen
De richtingscoëfficient van de RECHTE LIJN IS a =ly/&x = (Y| - YA)/(X| - XA) DUS HIER =(-1-1)/40-1)=2
zoom uit.
Alsje vanuit (1,1) dus een piepklein stukje naar rechts gaat (5x= 0,03) en daarna ôy=2.0,03 omhoog
dan ligt dit punt nagenoeg ook op de parabool.
Algemeen:
Stelje hebt een punt (x,y) en een rc a.
De y-waarde die hoort bij de x - coordinaat (x+Ax) is dan (y+5y) = (y+aAx) DUS HIER X=1+0,03 DAN
Y=1+2.0,03=1,06
De richtingscoëfficiënt beschrijft dus boeveel de functie in dat punt verandert.
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P
.à37 op - 17 t : s
- :
AY A- - 4- : *
. . .a : o
S :
: ..,
1
A 1
ZYI * * * Y * * X 2
dx Al ' t
.. . ! . . i
eœ| ' ' ' >
Nog iets over de notatie:
Ay/lx heet een diserentie quotient
dy/dx heet een differentiaal quotient.
Als het gaat om meetbare stukjes hebben we het over L.
Als de stukjes zo klein zijn dat we ze niet meer kunnen meten noemen we het d.
As die dy/dx (of een hogere afgeleide) voorkomt in een vergelijking spreken we van een
differentiaalvergelijking
38
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D'Ifferent'laa Ivergel 'IJ' ki ngen
de afgeleide y' is
* de mate waarin de grafiek verandert
@ de richtingscoëgiciënt van de raaklijn in een punt
van de grafiek.
.' j: . z'|. ll|.iô'|; çlz'. .19
39



GW-34136-23 september 2011

Scan nummer 1 van 1 - Scanpagina 47 van 193

Differenti aa Ivergel 'IJ' ki ngen
d 37
.' = 7 Ar 37 ' = 7 er
# |
JV
t| 37
uu ja )7 uu 47
Jx
2
dy
+ y = 0 J; ''+ = 0
#
2
#/
|| ' ' <œv| .
Dus y' = 2x is een diferentiaalvergelijking
Maar y' = 9 ook.
Bijy' = 2: is de afgeleide y' een functie van x.
Bij y? = y is de afgeleide 9' een functie van y.
Dit Is een bljzondere groep binnen de diserentiaalvergelijkingen , een differentiaalvergelijking waarin
y vaker dan 1 keer staat als zichzelf of een eerste of hogere orde afgeleide.
De eerste DV is gemakkelijk algebra'l'sch op te Iossen. Als y' een functie is van x kun je de primitieve
bepalen doorte integreren (een standaardtrucje). y:z xz of y=xz+3.
DE oplossing van een DV is geen getaltlen) (zoals bij 2x + 4::r 10) maar formules.
(Een oplossing van een DV is een formule die bij substitutie in de DV een juiste bewering oplevert.)
Als y' een functie is van y kan dat niet. Bij y'= y is de oplossing niet y=0,5y2.
Dit kan niet want y = een functie van x en niet een functie van y.
Hetalgebra'l'sch oplossen van zo'n DV heeft meer voeten in de aarde sterker nog voor de meesten kan
dit niet.
(1n dit geval is dit nog niet zo lastig want als y' = y dan y = eX)
Je kunt het wel grafisch numeriek oplossen,
De afgeleide van een functie is namelijk een maat voor de verandering van die functie in een punt.
Alsje een punt van de functie kent en weet hoe die veranderd kun je het volgende punt uitrekenen.
40
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D if ferenti a a Ivergel 'IJ' ki nge n
Stel :
Een functie gaat door het punt (1,1)
De afgeleide van de functie y' = 2x.
Welke grafiek hoort daarbij ?
z. àùt 2Q11 a|eràa-eqr' #. qlea 41
Stel:je kent alleen de afgeleide van een functie en niet de functie zelf
Dan kan je de functie grafisch numeriek reconstrueren.
Natuurlijk is de grafiek die bij y' = 2x hoort bekend. Even integreren en y = x'.
Maar voor verreweg de meeste differentiaalvergelijkingen is de primitieve niet te vinden.
Dan zal het op een andere manier moeten. Dit illustreren we aan de hand van y' = 2x.
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if fe renti aa Iver el 'IJ' ki n en
+
< |.% zo
4.;1: Dtl N|rec. r-tNeqef Me& 42
Een grafiek gaat door het punt A(1,1).
Voor de afgeleide van de functie geldt Y'=2X
We gaan een grafiek maken van een functie met
-diserentiaalvergelijking y' = zx
-stapgroote = 0 1
ê
-beginwaarde A(1,1)
Bereken heteerswolgende punt.
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D'Ifferent'laa lvergel 'IJ' ki ngen
y' = âx
Beginw||rde A : (1,1)
f in A = 2
A.x = 0 1
ây = 0,2
B. : ( t1;l2)
! 11 1: 1a 1* 95 #: * | 1ç |
a.. aj
ll|-erzu: ere' ': en
. M.
Welke y-waarde zou horen bij x = 1 l ?
y'=zx
Beginwaarde A:(1.1)
Richtingcoëfficiënt raaklijn in A! 2.1=2
âx = 0 1;
âg = 2 @ sx = 2 * 0 1 = 0 2
9 (x=1,1) = 1 + 0,2 = 1 2
B:(1,1;1,2)
43
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if fere nti a a lve rgel 'IJ' ki n en
/ = 2x . *
B eg i nw a a rde B. : ( 1, 1,. 1. 2) . ,' '
9' i rï B = 2 2 '' *
âx = 0 1 '
ZY = 0 22 ' *
c : ( 1,2,.1,42) *
à #
. %+- .
B'
â
|z<'.%zz>
Lzz' li.1: y|#ecuvae tzaleo =
We Ike y-waarde zou hore n bij x = 1 2 ?
Richtingcoëfficiënt raaklijn in B ( 1,1,. 1,2).. 2 * 1,1 = 2,2 .
tïx = 0 1,
ôy = 2,2 * Jx = 2,2 @ 0 1 = 0 22
9 (xl.2) = 1,2 + 0,22 = 1,42
C '. ( 1,2 ; 1,42 )
44
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ifferenti aa Ivergel ij ki ngen
? = 2.X # '
B egi nw a a rde C '. ( 1, 2, 1,42 ) . '' '
# in C = 2 4 *
âx = 0 1 - * '
CY = 0 24 * '
1::| : ( 1, .3 ; 1, 6s) .. '
Q
#
. : # * :4 |ë # â * Y
œ œ. &:>
4 tà' 1JI.1 a'artr.zzz|ec|er r.:h!eA =
We I ke y-waarde zou hore n b ij x = 1 3 ?
De afgeleide in C(1,2; 1,42) = 2 * 1,2 = 2,4.
Ax = 0 1.
ly = 2.4 @ ôx = 2,4 @ 0,1 = 0,24
Y (x=1,3) = 1,42 + 0,24 = 1,66
D! ( 1.3 ; 1,66)
45
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'Ifferent'laa Ivergel 'IJ' ki ngen
# = 2..x . . '
B en I nw a | rde D : ( 1, 5 ; 1. 65) . *
/ in D = 2 6 ' *
& = 0 1 *
DY = 0 26 *
E : ( 1,4.,1,92) . -'
ç .
A
Qr. &%
ï' .1: Dtl |revzzzlelre * t'x'ei :.5
Welke y-waarde zou horen bij x = l 4 ?
De afgeleide in D(1.3;1.66) = 2 * 1,3 = 2,6.
âx = 0 1 '
Ay = 2,6 @ dïx = 2,6 * 0 1 = 0 26
Y(x1,4) = 1,66 + 0,26 = 1,92
E: ( 1,4,. 1,9 2 )
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'fferenti aa Ivergel 'IJ' ki ngen
I
/ = Z.X ' ' >
Begi Rwa in rde E '. (1 4'1 92) . *
y' in E = 2 8 ' *
âx = 0 1 '
|Y = 0 28 * *
F '' @ 1' S '' 2, 2 ) %. '' *
; '
C' . .
k
œW. rs
â. .'J:' lott Dk|rerzz Nege <'. Ses 27
Welke y-waarde zou horen bij x = 1 5 ?
De afgeleide in E(1,4,'l,92) = 2 * 1,4 = 2,8.
dîx = 0 19
Ay = 2,8 * ôx = 2 8 * 0 1 = 0 28
Y (x=1,s) = 1,92 + 0.28 = 2.2
F : ( 1 ,5 ; 2 , 2 )
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'Ifferent'laa Ivergel ij ki ngen
9' = 2.x . .
B eg i nw u u rd e F '. ( 1, 5.' 2, 2 ) . ' *
EW = 0 3 ?, #
G '' t :2 6; 2, .5* 1 ï '' -
# ''
; '
% .
Q WI. rA
i jlli 171: :/AœaI1M7: er!eQL''YM *5
Welke y-waarde zou horen bij x = 1,6 ?
De afgeleide in F(l,5;2.2) = 2 * 1,5 = 3.
A'x = 0 l '
ly = 3 * âx = 3 * 0 1 = 0 3
9 (x=1,6) = 2,2 + 0,3 = 2 5
G : ( 1 , 6 ; 2 , 5 )
48
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ifferenti aa Ivergel 'IJ' ki ngen
# = 2x . . . . . '
B e g i nw a a rd e G : ( l 6,' 2, 5 ) . '' * .
y' i û G = 3 2 -'
ûx = 0 1 ' t '
LY = 0 32 !. ' *
1..5 '. ( 1, 7 ..2 sz ) '- -
p '
. ç .
Q $1. &|
ï 2.| Dtt 7'i|re|:|z â erretWea 4.9
Welke y-waarde zou horen bij x = l 7 ?
De afge Ieide in G(l,6;2,5) = 2 @ 1,6 = 3,2.
sx = 0 1.
Ay=32* |=32*01=032
9 (x=l,7) = 2,5 + 0,32 = 2,82
H '. ( 1,7,. 2,82 )
49
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'Ifferent'laa Ivergel ij ki ngen
. y' = J-x .,
Beginw a a rde H '. (1,7.,2,82) . ' '
/ i rk K = 3 4 1 , *
âx = 0 1 t. '
âg = 0 34 @.
I '. ( 1,8.' .% 16) ï -' *
C .
@
A
<zm. z:
4 :Y Jml N.|rer.)z ze eqer tèxen .%0
Welke y-waarde zou horen bij x = 1 8 ?
|e afgeleid e in H(1,7,.2.8 2) = 2 * 1,7 = 3,4.
dïx = 0 1.
sy = 3,4 @' Ax = 3,4 * 0 1 = 0 34
Y (x=1,8) = 2,82 + 0,34 = 3.16
I : ( 1,8 ; 3 , 1 6 )
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ifferenti aa Ivergel 'IJ' ki ngen
y' = ?.x . . . *
Er e g i nu a a rd e l '. ( 1, 8 ; 3 . 1 6) z, ' ''
y' in 1 = 3 6 ç ' '
| =01 5
AY = 0, 36 @' *
.,1 : ( 1, 9.. 3, sz ) !. ' -
Q .
QW. =$
4 J D11 A|er=-|e/e... t /:4 |.1
Welke y-waarde zou horen bij x = l 9 ?
De afgeleide in 1(1,8,.3,16) = 2 *' 1,8 = 3,6.
&< = () y .
ây = 3,6 @ ôx = 3,6 * 0 1 = 0 36
9 (x= 1,9) = 3.16 + 0,36 = 3,52
J .. ( l , 9 ; 3 , 5 2 )
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ifferenti aa Ivergel 'IJ' ki ngen
j .. '
/ =N .
|eginwa a rde J : (1,9,.5,52) t ' ''
# in J = 3,8 d *
M = 0 1 5 ''
LY = 0 36 d *
K : ( 2.,3,9) t - -
f.<
Q
C
Qer. z|
2| |'J 111.1. Zf'*tr:a: Ne'ze ' K'Agrri :.1
Welke y-waarde zou horen bij x = 2 ?
De afgeleide in J(1,9,.3,52) = 2 * 1,9 = 3,8.
dïx = O 1 '
ôy = 3,8 @ hx = 3 8 * 0 1 = 0 38
Y (x=2) = 3,52 + 0,38 = 3.9
K : ( 2 ; 3 ,9 )
Volgens y = x2 zou de y -waarde bij x = 2 4 moeten zijn.
Bij het reconstrueren maken we een fout.
Alsje je nu afvraagt waarom een weersverwachting soms niet uitkomt is dit een van de oorzaken.
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Differenti aa Ivergel 'IJ' ki ngen
.t ?aC Dtl ô|recira||errectDmea
De fout kan je kleiner maken met een kleinere stapgroo|e, maar dan moet je meer rekenen.
Grafiek met slapgroone 9,()1.
100 punten tussen x=1 en x=2.
Hiervan zijn er 10 getekend.
Dat is o.a. de reden dat bij dat instituut in Engeland een SupERcomputer staat. Het moet naast veel
gegevens opslaan ook veel rekenen.
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if fe renti a a Ivergel 'IJ' ki ngen
f = 2X . . *
is eginwu u rde A : ( 1, 1) ,. ' '
. . . . t
âx = 0 1
ût' =0 2 '' ''
, . v =2y
B : ( 1, 1,. 1, 2 ) . *
.- B eginw a a rde A '. ( 1, 1)
.- * v i n A = 2
. . . .. œ' , s)j .() 1
a - .1 = 0 2
y ,
gz|r.v=>
4 tg' Dtl p'ArerizeNeqe|d|en .|4.
Je hebt nu op een grafische manier de DV y'=2x opgelost. De oplossing is y = x 2 met beginconditie het
punt (1,1)
We doen nu hetzelfde maar nu met y'=2y
y, . gy
Beginwaarde A: (1,1)
Richtingscoëfficlënt raaklijn in A'. 2 .1=2
' o 1
sx = ,
âyzz 2.0:1=0,2
B '. ( 1, 1 ; 1, 2 )
Nog geen verschil.
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' f f e re nt 1 a a I ve r e I 'IJ' 1 n ge n
I
y' = âx . . > *
B eg i nu a a rd e B '. ( 1, 1 ; 1, 2 ) e. ' *
f in B = 2 2 '
âx = 0 1 ' *
âY = 0 22 ' '
, .. v ày
(2 : ( 1, 2 ; 1,42 ) . .* *
,' Begi nw: in rde B '. ( 1, 1.:1 2)
. ., #
.. - # in B = 2 4
. . sx () 1
ç
: ây : j) 2,4
.. /
C' :(1 2.1 44)
.ï u'' Dtt aE|rexFnzerre' t ''Me:t |J
y . zy
Beginwaarde B: (1,1;1,2)
y' in B= 2 4
sx = 0 1
ôyzz 0,24
C: (1,2,. 1,44) dit punt ligt iets hoger dan bij y'=2x
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ifferenti aa Ivergel 'IJ' ki ngen
f = 2.x . ' '
B eg i nw a a rde C : ( t 2,' 1.4 2 ) . ' ;
. '' :
9' in C = 2 4 œ'
Ax = 0 1 , '
âY = 0 24 * *
, .. a
f
D : ( l 3,'1, 66) .
. Be|i nwa in rde C ' -. ( 1 2'1 44)
0- - * v' in c = 2 8.8.
ç
| =01
A ây = (jzgg
C ' '. ( 1 3 '.1 7 2 8 )
, ê' :1 î . : , : #' . ' . ' ja
çW'. m
4 21:: lW1 N|rerïz4Neqect N.= .%5
y. . zy
Beginwaarde C: ( 1,2,. 1,44)
y' in C= 2,88
âx = 0 1
syzz 0,288
D: (1,3 ' 1 728) weer een stukje hoger
etc.
2
Op deze manier ontstaat er een grafiek ook door (1 1) die sneller stijgt dan de grafiek van y = x . Deze
grafiek is dan de oplossing van de DV y'=2y
Voor de Iiefhebbers' de formule van deze grafiek is y=l/e2.eA(2x)
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Differenti aa Ivergel 'IJ' ki ngen
Als de afgeleide van een functie bekend is dan
weet je de verandering in elk punt.
Dan kun je de functie reconstrueren.
4 ja; Dl.t o|-ertzzN eje ''%!& :7
Conclusie: als je de afgeleide van een functie kent en één punt van die functie kun je de grafiek van
die functie PUNT VOOR PUNT reconstrue ren.
Of, anders gezegd, je kunt wiskundig voorspellen wat de functiewaarde zal zijn voor een bepaalde x.
Dit is natuurlijk heel veel rekenwerk maar met de huidige computers is dat geen probleem.
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Een Differentiaalvergelil'king
Is een wiskundige vergelijking
die beschrijft
hoe een grootheid verandert.
. ' â *| q. ï;è.''3:| ..
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P UZE
â tzr' lûlt x|zerlztxeqeflç'xt.| .15.
Na de pauze gaan jullie zelf aan de slag, in groepjes van twee evt drie.
. ë
Gebruik de tijd om groepjes te maken.
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Opdracht' waterbuis
Gegeven: Een verticale waterbuisverbonden met een
horizontale u|stroombuis.
Er stroomt vooddurend water uit.
Als het water nivo halverwege de buis staat
willen we doorNvatertoe te voegen de waterhoo|e
constant houden.
Gevraagd Hoeveel water (rn1/s) rnoetje toevoegen om de water
hoogte halverwege de buls constant te houden?
* ?.t? Dm N|r|rxzNeqe'' C'xre; K
Constructie Iaten zien ....
Diameter verticale buis: D = 2 38 cm
Lengte verticale buis: t = 200 cm
Diameter horizontale buis! d = 1 25 mm
L.engte horizontale buis: 1 = 41 5 cm
Waterhoo|e verticale buis: h = 180 cm
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Opdracht: waterbuis
Hoe pakken we dit aan 7.
â ;'..zE: Dtl Di|eMlzz Nmi'r.ê ç'Me 1 61.
Denk er eens 5 minuten over na
Met de modelleercyclus.
61



GW-34136-23 september 2011

Scan nummer 1 van 1 - Scanpagina 69 van 193

Opdracht: waterbuis
Conceptual'lseren
Gegeven: Een verticale waterbuis verbonden met een
horizontale uitstroombuis.
Er stroomt vooddurend wateruit.
Als het water nivo halverwege de buis staat
willen we door watertoe te voegen de waterhoo|e
constant houden.
Gevraagd: Hoeveel water (m1/s) moetje toevoegen om de water
hoogte halvenvege de buis constant te houden?
4 -1 =: m|recï|rt'pz' t Meq 61
stap 1: Conceptualiseren
Kijk naar het watervat en beschrijf wat je ziet, beschrijf het proces.
De woterbuk loopt leeg in het begin snel aan het eind longzamer. zie je oan de uitstroomsnelheid vun
# #'
het wuteö wate|traal is 'langer'' Hoe zou dat komen afhankelijk van de tijd ? Nee kù'k muur uls ik
' . ' ;
met ondere hoogte begin en wuumem|ngen vergeliik ëkt uitstroomsnelheid afhan el|k van hoogte in
het vat is plausibel grotere druk bij hogere woterhoogte. Tweede experiment ter ve rificatie
Je kan een wiskundig model maken door gebruik te maken van kwantificeerbare grootheden (dat zijn
grootheden die door getallen kunnen worden uiîedrukt) en de verbanden ertussen.
Denk eraan: de eenheden van de betre|ende grootheden kunnen je vaak naar dejuiste weg Ieiden.
Welke grootheden spelen een rol bij de uittroomhoeveelheid ?
de waterhoogte in het vtzt.
De tljd. (werken naar debiet: | V/ht 4hh/htl '
Kan ik het proces (het Ieeglopen van de waterbak) beschrijven ? Welke grootheid veranderter in de
tijd? (hoogte, volume)
la, met een meting.
wat kan ik meten ?
1.De waterhoogte olsfunaie vun de tljd. (meet waterhoogte op vastgestelde intervallen)
2.De ui|tmomhoeveelheid ulsfunaie vun de hoogte. (meet tijdsinterval waarin bepaalde hoeveelheid
uitstroomt voor verschillende hoogten)
J.De instroomhoeveelheid alsfunaie van de hoogte. (meet tijdinterval nodig om bepaalde hoeveelheid
water toe tevoegen bij constante waterhooge voor verschillende hoogten)
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Opdracht: waterbuis
Conceptual'lseren
4;4''|| r'|z|az'|e' e F te
! . |
----.---------------------F1L Al /$ F | | E k E |--.-----------------------
Hetwas de bedoeling om jullle zelf te Iaten experimenteren met een opstelling.
Dat hebben we uiteraard eerst zelf uitgeprobeerd. Dit bleek veel meer tijd te kosten dan we
aanvankelijk dachten.
We hebben de experimentjes gefilmd en de meetresultatep verzameld zodat jullie in elk geval met de
data verder kunnen.
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Opdracht' waterbuis
Conceptual'lseren
t h h J.V ô.t AV â.t
0 1SQ,8 :|t1,8 -50 54,72 -59 57
' 60 170 132 -50 76,75 -54) 61
120 159,| 95,5 -50 100,65 -50 65,3
lso lso . -so ss,a
240 :.4 ! -50 75, !
|I)O 132,5 -50 B1
360 124,5 -S(è 88
L'
429 116,6 . -SO 95
480 !99 -5Q 109
54| :02 -S0 12S
600 95,5
â (Jï Kftl A'|remca Yeqe * tfxen JA
Uit set 2 (en 3) blijkt dat ôv/ô.t afhankelijk is van de waterhoo|e in de buis.
Met de vergaarde informatie kunnen we de vraag (hoeveel water erbij moet om d,r waterhoo|e
constant te houden op een bepaalde hoogte) niet bean|oorden voor alle mogelilke waterhoogen.
Hiervoor moet de data gemanipuleerd worden veranderd in een vorm waarmee wel een antwoord
berekend kan worden.
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Opdracht' waterbuis
athemat'lseren
Gegeven: Een verticale waterbuis verbonden met een
horizontale u|stroombuis.
Er stroornt vooëdurend water uit.
Als het water nivo halvenvege de buis staat
willen we doorïvatertoe te voegen de waterhoo|e
constant houden.
Gevraagd: Hoeveel watertml/s) moetje toevoegen om de water
hoogte halverwege de buis constant te houden?
A'xrevri|z 'u%e/ e e.3
. al
Stap 2: Mathematiseren
Vraag: Hoeveel water (mI/s) moet je toevoegen om de waterhoo|e halverwege de buis constant te
houden ?
Als waterhoore constant dan 4) in = (j) uit è = debiet (cm3/s)
è urt = A âh/|t
âh/ât kun je met de gemeten data uitrekenen.
Alsje sh/st uitzet tegen de hoogte, dan kun je voor elke hoogte bepalen hoe groot âh/At is.
Vind een formule voor âh/st = f(h)
We hebben nu een wiskundig model in dit model (vergelijking) staan zowel h als de afgeleide van h
(dh/dt is âàlâL voor kleine A), dit model is dus een differentiaalvergelijking.
(Met deze stap hebben we de context (de waterbuis) verlaten.
Het model/de DV is geen waarneembaar iets, je kunt het wel terunertalen en er een idee bij hebben
maar het is niet grijpbaar niet aanwijsbaar niet zichtbaar. We hebben de stap naar wereld 2 gemaakt
de wereld van symbolen.)
!
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Opdracht: waterbuis
Analyseren en Interpreteren
Gegeven: Een verticale waterbuis verbonden met een
horizontale uitstroombuis.
Er stroomt vooddurend water uit.
Als het water nivo haivenvege de buis staat
willen we doorwatertoe te voegen de waterhoo|e
constant houden.
Gevraagd: Hoeveel water (ml/s) moetje toevoegen om de water
hoogte halverwege de buis constant te houden?
1. ;u ' zœ.l |rerlaah erle.'' tlazen 86
Stap 3: Oplossen of analyseren
Als waterhoo|e constant dan 4) ;n = è uit è = debiet (m3/s)
è uit = A ôh/ôt, dus
4) in = A ôh/ôt
A is bekend |/At is in stap 2 bepaald, .dus |in is te berekenen.
Rap 4:/ntemreteren & Valideren.
In deze stap zou getoetst moeten worden of de berekende hoeveelheidèin inderdaad Ieidttot de
gewenste hoogte.
Deze meting hebben we eigenlijk al uitgevoerd, we hebben gemeten bij drie hoogtes hoeveel water
e rbij moet om de hoogte constant te houde n.
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dracht' aterbuis
p .
esultaten
lcl **'ml r'à;œ
| . . h!.3! . Z E
|,C;
IqI y't| <#tê
Drz DJZ JDZZI;
4,1
I|Z 111 |,C'
|* âl œ |J c r|th
215.: |,I; 1| r |.2
. z,z z ze
D 17 |zltc J
|,2:
DJ z |zzt: :
e.D'; 1.:..| <.lJzz.;
X'|ye 'xtzz*g'e. t' ' à' n
. ';l . de
Posterpresentatie per groepje?
Vergelil'king van de gevonden modellen.
Verklaringvan de verschillen.
-ô gemeten, d in de formule
-afleesfouten bij het meten.
-afrondlngsfouten bij het berekene n.
:
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dracht' aterbuis
p .
Resultaten
Olumedebietu|= volumedebiet .
JJ
ç) = - c)
zï h
v = . .t
.;. l I à' . z
âl
dh
Als â: .+ (à dan v u,, = . -1 a ,a
d ;
v t, = - 0 , 0 0 ! ! . k * ..1 sj
v u,, = - û , 0 0 l | *11 . E'i *1 , i 9 2
m 1
v , a - 4) , 4) (! 4 9 . k
u 9
Z' .
( m l
v ,. = - o ,4 2 0 : 0 0 4 9 h
k J .
z. IJ ' lQ1: W|re.rzaaN eqe calen K|
Stel h = 100 .....
œin = +/- 0,49 ml/s
Deze formule geldt voor elke hoogte ook voor een Iangere buis van dezelfde diameter
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ht ' ater uis
rac .
esultaten
C :
G. ) 'è.l= 1 Kl'y *' T' z 7 7 D'J :. ; r 2 J z
..z,rz
..2 tz|.â
' ' a z
ï' 7 I 2 7 u L C
. .,r , z z'
I J q q' ; ; .! < .: J
' z> ./ T.r 1. K 2. : ' ..1 :2 ::'I 1 h
.%. . J
1 ; J C Z C 'C . 1. ' Z .| .1 *' '' D .1 Z In
' v'
2 ! 2 1 .R I n !' ; V ' C Z
::7
72: :te.e z,Lztrr
z ? J te 2 u.1 : te 7 K '' : 'Z 1. . =''*'W
. . . . z r
' e.z': |S..e c,tcrzz
z
z zc'z lcc f! zz .1 z : :
ï L'Y 2011 >>Fe=.=r N eYe. -f Seq l;s'
Wat is nu het grote voordeel van
I de DV (de âAlâT f(H)) vergeleken met
11 de oplossing (de H-T grafiek) ??
Bij l is het universeel het beschrijft het proces ongeacht de beginhoogte . Bij starthoo|e (0 30(1) krijg
je andere meetpunten maar de reschte Iijn door de oorsprong blijft gelijk.
Bij 11 bepaalt de beginhoogte mede de grafiek. Bij starthoogt (0,300) krijg je ee n andere grafiek die
hoger Iigt.
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opdracht: verontre'ln'lgd meer 1
Er was eens een meer .......
Het meer wordt gevoed met schoon water door een
rivier, een andere rivier voert water uit het meer af.
Aan de rand van het meer staat een fabriek
Tijdens een bedrijfsongeluk in de fabriek zijn er
gevaarlijke stofïen geloosd waardoor het meer is
verontreinigd.
De directiegeeû jou de opdracht uit te zoeken hoe Iang
het duurt voor het meer weer schoon is.
ï .tïï JDO.1. XY'Qr:&: Ntqe'- 'S* 71
Hoe pakken we dit aan ?
Denk er eens 5 minuten over na.
Met de modelleercyclus.
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opdracht: verontre'ln'lgd meer 1
Eonceptual'lseren
Er was eens een meer .......
Het meer wordt gevoed met schoon water door een
rivier, een andere rivier voert water uit bet meer af.
Aan de rand van het meer staat een fabriek
Tijdens een bedril'fsongeluk in de fabriek zijn er
gevaarlil'ke stoffen geloosd waardoor het meer is
verontreinigd.
De diredie geeft J'ou de opdracht uit te zoeken hoe Iang
het duurtvoor het meerweer schoon is.
.1 H 2011 m%'e=:â.N eqe7l czœea Al
Kijk naar de situatie en beschrijf wat je ziet.
Meermet bepoalde hoeveelheidverontreiniging.
Erstroomtschoon wuterin en vervuild water uit dus de hoeveelhe|'dve|uiling in het meerneemtuf.
Wordthet meerooit weerhelemaol sclwon ?
Je kan een wiskundig model maken door gebruik te maken van kwantif iceerbare grootheden (dat zijn grootheden
die door getallen kunnen worden uitgedru|) en de verbanden ertussen.
Welke grootheden spelen een rol in deze situatie ?
hoeveelheid verontreiniging in het meer 100 kilogram
hœveelheid waterin het meer 30 miljoen kubieke meter water
hoeveelheid water dat door de rivieren wordt aan c.q. afgevoerd. Door beide rivieren stroomt 6000
kubieke meter water per uur.
Wanneernoemen we het meer schoon ? als het minder
dan 500 gram verontreiniging bevat.
Zijnerconcent|tieverschillen in het meer? Nee het water in het meer wordt
vœrtöurenö goed gemengd
Aandachtvnnr dptails Welke
aspecten zijn van belang bij het modelleren ?
We gaan ervan ujt dat de waterhoogte in de meren en de rivieren constant blijven dat is in werkelijkheid
natuurlijk niet zo.
Goed roeren, oplosbaar, vs meteen naar de bodem za kken.
Dus als niet roeren dan een veel moellijker model komt veel meerwiskunde bij kijken.
Meer in stukjes verdelen en DV voor elk stukje (en interactie met andere stukjes) opstellen.
Kan, maarvraagt nogal wat rekenkracht van computers.
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opdracht: verontre'ln'lgd meer 1
Mathemat-lseren
Erwas eens een meer .......
Het meer wordt gevoed met schoon water door een
rivier, een andere rivier voer't water uit het meer af.
Aan de rand van het meer staat een fabriek
Tijdens een bedrijfsongeluk in de fabriek zijn er
gevaarlijke stofïen geloosd waardoor het meer is
verontreinigd.
De directie geeft jou de opdracht uit te zoeken hoe Iang
het duurt voor het meer weer schoon is.
4 r 1011 l|||- ||7 |qren 75
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opdracht: verontre'ln'lgd meer 1
themat-lseren
a
1: uur ?
1(10 kg verdeekl over 39 rreen m! wateren dsarvsn strxlorrt er6000 rrrl weg.
Dst is (6000/30 meenl- 100 kg = 0.02 kg vemnt|zipbg.
Da n bc er 6|9 .911 k.p ovec
2% uur ?
99.93 kg verdeek over 30 m|en ml water en dservsn stoomtsooo mz weg
Da: is (5(10()r30 rreen) * gl.? 38 kg = 0.0 1 9996 kg vemntœzkl.p.
Dan b#ft er 99.960004 kg ovec
xc uur ?
V kg verdeeld over 30 mpen al w|leren dsarvsn stxhol't'| 6000 rré weg
Dat is (51)0W20 m|aen) œ V kg = 0.0002*V kg veantœzigzg.
.,%7
Du s = .Q. çkLb.Nhl
4 )J1 Dtl Dï|rer:zr Ntqe. t nren 74
Hoeveel verontreiniging stroomt er in het eerste uur na de lozing uit het meer ?
100 kg verdeeld over 30 miljoen m3 water en daarvan stroomt er 6000 m3 weg per uur.
Dus (6000/30 miljoenl*loo kg = 0,02 kg.
Dan blijft er 99,98 kg over.
Zal er in het tweede uur evenveel uitstromen ?
In het |eeçle uur:
99,98 kg verdeeld over 30 miljoen mB en daarvan stroomt 6000 m3 weg
Dus (6000/30 miljoen) * 99 98 kg = 0,019996 kg.
Dan blijft er 99,960004 kg over.
Kan een slimme manier uitkomst bieden?
De hoeveelheid die er in een uur uit stroomt is (6000/30 miljoen) * de hoeveelheid die er in zit.
V: de hoeveelheid verontreiniging in het meer in kilogram.
t: tijd in uren.
ôv/5t = - (6000/30 miljoen) * V
En als ik mijn st heel klein maak wordt dat:
dv/dt = - (6000/30 miljoen) * V
dv/dt x - 0,0002 * V
We hebben nu een wickllndir model in dit model (vergelijking) staan zowel V als de afgeleide van V
dit model is dus een diserentiaalvergelijking.
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opdracht: verontreinigd meer 1
Mathemat-lseren
dv 6000
= . xv
dt 30000000
de
= - 0,0002:4V
dt
. y' |. Xlq' '|. .
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opdracht: verontre'ln'lgd meer 1
Analyseren en Interpreteren
= î ! ; ! ! =Q ! ! ! ! 2 J ! | i is ; f @ I ! ! ,:11 ! I 2 ! I I ! 2
Nxrzntr.z N % e''-'t.' e'&
r! ' . ' M
Van model terug naar werkelijkheid
Stap 3: Oplossen of analyseren
Reconstrueer de grafiekvan V(t) die bij deze sitklatie hoort zoals we eerder bijy' = 2x hebben gedaan.
begin bij startpunt bereken mbv differentiaalvergelijking volgende punt neem interval van een half
jaar (At=4380).
volgende punt is startpunt en ga verder.
Nu rest nog uit te rekenen voor welke t V gelijk minder is dan 0 5.
Na 1,5 jaar. (3 rekenstappen)
Is dit een nauwkeurig antwoord ?
Suppen van een half jaar:
Stappen van een maand:
maanden
Stappen van een week:
Stappen van een dag:
dagen
Stappen van een uur:
Esjaar en 8 dagen en 17 uur
Dus nee, stappen van een half jaar geeft geen nauwkeurige uitkomst.
Nauwkeuriger kan maar dat kost een hoop rekenwerk. (doen met een computer)
Alternatief:
4380 uur
720 uu r
168 uur
24 u u r
l u u r
na 1,5 jaar
na 35 maanden
na 156 weken 3 jaar
na 1102 dagen 3 jaar en 7
na 26489 u u r
2 jaar en 11
Elk uur stroom 0.2% verontreinigingwes dus groeifactor = 0 9998
Formule voor exponentiele groei: Y = B+gt
Dus V = 100*0,9998t
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opdracht: verontre'ln'lgd meer 1
* Welke aspecten waren van belang bij het
modelleren '?
* Wat als anders ?
4 u Kq.t Z'|||XY%N eriet t' a!e 3 77
Aandachtvoor details
Welke aspecten zijn van belang bij het modelleren ?
Goed roeren oplosbaar meteen naar de bodem zakken.
Dus als niet roeren dan een veel moeilijker model komt veel meer wiskunde bij kijken.
Meer in stukjes verdelen en DV voor elk stukje (en interactie met andere stukjes) opstellen.
Kan, maar vraagt nogal wat rekenkrachtvan computers.
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opdracht: verontre'ln'lgd meer 2
* Uitbreiding van de vorige opgave.
* De rivier die het verontreinigde watervan het meer
afvoert komt uit in een tweede meec
* De directie wil graag weten hoe de verontreiniging in
dat tweede meer zich gaat on|ikkelen. (in verband
met drinkwateç visstedte etc).
* Aan jou de eer om dat inzichtelijk te maken.
A J.f. 2011 CfAr=N g|'' % e: 78
. N
Hoe pakken we dit aan ?
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opdracht: verontre'ln'lgd meer 2
Conceptual-lseren
* De rivier die het verontreinigde watervan het meer
afvoert komt uit in een tweede meec
Ook het tweede meer voert watervia een rivier af.
* De directie wil graag weten hoe de verontreiniging in
dat tweede meer zich gaat on|ikkelen. (in verband
met drinkwaten visstedte etc). .
* Aan J'ou de eer om dat inzichtelil'k te maken.
4 x' 2îyt: |rer|Neqe ale.n ''J
Kijk naar de situatie en beschrijf wat je ziet.
Meer is in eeïste instan tie schoon.
Er stroomt veïvuild water in dus de vewuiling neemt toe. Nuarmute de téid vooiijgaat zal het
instromende woter steeds schoner worden. Er stroomt vervuild water uit dus uiteindel|k zul ook hier
de verontrel'niging weer ufnemen.
Wordt het meer ooit weer helemual schoon ?
Je kan een wiskundig model maken door gebruik te maken van kwantificeerbare grootheden (dat zijn
grootheden die door getallen kunnen worden uikedrukt) en de verbanden ertussen.
Welke grootheden spelen een rol in deze situatie ?
hoeveelheld water in het meer 20 miljoen kubieke meter
water
hoeveelheid water dat door de rivieren wordt aan c q. afgevoerd. Door beide rivieren Mroomt
6000 kubieke meter water per uur.
Wanneer noemen we het meer schoon ? als het
minder dan 500 gram verontreiniging bevat.
Zijn er concentratieverschillen in het meer ? Nee het water in het meer
wordt voortdurend goed gemengd .
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opdracht: verontre'ln'lgd meer 2
Mathemat'lseren
* De rivier die het verontreinigde watervan het
meerafvoen komt uit in een tweede meer.
* De directie wil graag weten hoe de
verontreiniging in dat tweede meer zich gaat
ontwikkelen. (in verband met drinkwater,
vissterfte etc).
* Aan jou de eer om dat inzichtelij'k te maken.
a u< 2*1 a-œv.lçz >*-:t.- ::|*.3 m
V1: hoeveelheid verontreiniging in meer 1 (kilogram)
V2: hoeveelbeid verontreiniging in meer 2 (kilogram)
Meer 1: öV1/öt = - (6C$(%/30 mi|joenl * V1
Dus de hoeveelheid verontreiniging die meer 2 instroomt is:
OIn = (6000/30 miljoen) * V1
Hoeveel stroomt er uit ?
Ouit = - (6000/20 miljoen) * V2
dvz/dt = Oi - Ozt
dvz/dt = (6000/30 miljoen) * V1 - (6000/20 miljoen) * V2
De hoeveelheid verontreiniging in meer 2 wordt bepaald door 2 DV's.
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opdracht: verontre'ln'lgd meer 2
Mathemat-lseren
d| 6000
1=. x .V
dt 30000000 '
dva 6000 6000
= xv - xv
1 2
dt 30000000 20000000
4. g' zx: N|r|lx q t'M al
Een DV die de veranderende hoeveelheid verontreiniging in meer l beschrijft en dus ook de
inkomende hoeveelheid in meer 2 bepaalt.
Een DV die de veranderende hoeveelheid verontreiniging in meer 2 beschrijR.
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opdracht: verontre'ln'lgd meer 2
Analyseren en Interpreteren
=5!|!I)h!i!2J!Il'1I'I!èI!l2!iI!i
ï Z I D 7 - 5 5 ï f f D 5 5 D q q
x'|mTsi. ùu
Dit is met simulatieprogramma's door te rekenen. (MATLAB)
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Wiskundig
voorspellen
Introductieles
Differentiaalvergelijkingen
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Inleidin g.
In het schoolboek wiskunde vwo D deel 4 van de wiskundemethode ''Getal en Ruimte''
hoofdstuk 15 ''Continue dynamische modellen'' komen vwo Ieerlingen met wiskunde D in
hun pakket voor het eerst in aanraking met diserentiaalvergelijkingen (DV).
In dit hoofdstuk wordt weinig aandacht besteedt aan het opstellen van een DV. Te snel
wordt overgestapt op het algebra'l'sch oplossen ervan. Ook in de eerstejaarscolleges op
universiteiten en in de daarbij gehanteerde studieboeken wordt te weinig stilgestaan bij het
opstellen van een DV.
Aangezien DV in het technisch hoger onderwijs een belangrijk onderwerp vormen en door
veel studenten vaak als moeilijk wordt ervaren lijkt het ons zinvol om bij de introductie van
DV meer aandacht te besteden aan het opstellen van DV.
In het kader van onze opleiding tot le graads docent wiskunde aan de universiteit Twente
(Toppers van 2 naar 1) hebben wij een gecombineerd onderzoek gedaan voor het onderzoek
in de wiskunde (OiW) en onderzoek in onderwijs (OiO).
Voor het OiW hebben we een Iesmiddag samengesteld die door de Ieerstoel MSCT gebruikt
kan worden als voorlichtingsles voor middelbare scholieren met als onderwerp
diserentiaalvergelijkingen. ,
Het OiW bestaat uit een powerpoint presentatie, een docentenhandleiding en een dictaat
voor studenten. Dit als geheel is natuurlijk ook prima te gebruiken door docenten die
Iesgeven aan 5/61 Ieerlingen (met wi D in het pakket?).
Hiermee willen wij een aanzet doen om het begrip DV enige inhoud te geven. Een leerling
moet een beeld hebben van wat een DV is voordat hij/zià zich gaat bezig houden met allerlei
oplossingsstrategieën.
Voor het OiO hebben we onderzocht of Ieerlingen na het volgen van deze lesmiddag in staat
zijn om zelf een diserentiaalvergelijking op te stellen. Het OiO bevat een theoretisch kader
over het onderwijs van diserentiaalvergelijkingen en het onderzoek naar het esect van de
Iessen
4 juli 2011
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Invulling van de presentatie
In de Iesmiddag gaan we een proces modelleren. We richten ons hierbij volledig op het
waarneembare en proberen dat te beschrijven. Het doel van de Ies is een Iink te creëren
tussen de 'embodied world' en de ëconceptual world? (David Ta1I) van de DV, een Iink tussen
de 'werkelijkheid' en het model van die werkelijkheid, de DV.
De powerpoint presentatie bestaat uit een reeks dia's elke dia is middels een notitie
#
voorzien van een 'verhaal'.
De Ies omvat 3 Iesuren van 50 minuten. Een optie kan zijn om er een praktische opdracht
van te maken.
De presentatie is globaal ondewerdeeld in de volgende onderdelen:
* Inleiding
@ Het weer, de weersvoorspelling
@ Wiskundig modelleren
* DV oplossen, grafisch numeriek
* Praktische opdrachten
Bij.de Iessen hoort een studentenhandleiding waarin de belangrijkste Ieerstof beknopt wordt
weergegeven en waarin werkbladen zitten waarop de verschillende opdrachten kunnen
worden uitgewerkt.
De docentenhandleiding bevat een motivatie van de gemaakte keuzes en een verdieping van
de Iesstof zodat de docent voorbereid is op eventuele vragen vanuit de klas.
Achtergronden bij de samenstelling van de Ies.
Uit de opdracht zoals vermeld in de inleiding, volg|n een aantal eisen:
@ Een voorlichting of promotieles moet de leerlingen enthousiast maken voor
wiskunde of een technische studie.
. Ze moeten naar huis gaan met het idee iets nuttigs opgestoken te hebben, iets waar
ze verder mee willen, iets dat ze verder willen onderzoeken.
@ De Ies moet effectief zijn, leerlingen moeten er iets van opsteken.
Dit wordt getoetst bij het onderzoek in onderwijs.
Kernpunten van de Ies
In het theoretisch kader van het OiO zijn een tweetal kernpunten voor de Ies gekozen
@ Het concept afgeleide als maat voor verandering.
De Ies bevat een uitgebreide introductie over het concept afgeleide.
@ De Iink tussen ''the embodied worldëë en ëzthe proceptual world'' van DV (David TalI).
Bij het onderdeel modelleren wordt de 'werkelijkheid' gelinkt aan een DV.
De focus Iigt op het waarneembare, ''the embodied world'' en de transitie naar ''the
proceptual world'' de DV.
#
De DV wordt niet theoretisch afgeleid.
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Keuze van de opdrachten
Bij de start van het onderzoek waren er vier opdrachten die geschikt Ieken om met behulp
van de modelleercyclus tot een diserentiaalvergelijking te komen:
* een Ieeglopend watervat,
* een pendulum
* een afkoelend kopje koffie.
* een zoutoplossing
Uiteindelijk beperken ons tot twee opdrachten omdat
* de beschikbare tijd, een middag, beperkt is
* we het risico willen vermijden dat we het publiek verwarren / verliezen met vier
ona|ankelijke opdrachten die ogenschijnlijk niet samenhangen
De keuze is gevallen op de waterbuis en de zoutoplossing vertaald naar een verontreinigd
meer.
Kijken en beschrijven (fase 1 en 2 van de modelleercyclus) leidt voor alle opdrachten tot
een wiskundige formule.
Bij het watervat en het kopje koffie kan uit de vraag afgeleid worden dat er naar een le orde
diserentiequotient ( .../ le afgeleide, êle orde DV) gewerkt moet worden.
De DV voor een pendulum is een tweede orde DV. Om die DV te verkrijgen moet de
positiett) formule twee keer gediserentieerd worden. Maar waarom twee keer en niet een
keer of drie keer of 10 keer ?
Aangezien de Ies gericht is op de link tussen het waarneembare en de DV en de theoretische
afleiding mijdt is de pendulum minder geschikt als opdracht.
Jammer, want via de pendulum kom je elegant bij de segway en het verschil van een model
ten opzichte van regelen.
Daarom is het voorbeeld van de pendulum gebruikt bij het illustreren van de
modelleercyclus. De afleiding wordt gepresenteerd. Leerlingen hoeven dus niet zelf te
ontdekken waarom het een 2* orde afgeleide moet zijn. De Segway is zo wel deel van de Ies
Bij de keuze tussen het watervat en het afkoelend kopje koffie is de keuze gevallen op het
watervat. Bij het kopje koffie kan alleen de temperatuur als functie van de tijd gemeten
worden, dit heef't bovendien zijn tijd nodig. Bij het Ieeglopende watervat kan de hoogte als
functie van de tijd gemeten worden, maar bijvoorbeeld ook hoeveel water per tijdseenheid
moet worden toegevoegd om voor verschillende hoogtes de hoogte constant te houden.
Bovendien is de duur van de meting makkelijk te be'l'nvloeden door dikte en hoogte van de
buis handig te kiezen. De uitstroomopening hebben we klein gehouden (+/- een millimeter)
waardoor de te verkrijgen grafiek Ah/At(h) lineair is. Op die manier kan betrekkelijk
eenvoudig naar een e-macht gerelateerd worden.
4 juli 2011
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Benodigde voorkennis.
We hebben deze Iescyclus in de vorm van een Iesmiddag verzorgt aan een 5V wiskunde D
cluster in mei 2011. Als voorkennis zijn we ervan uitgegaan dat in de wiskunde B Iessen de
volgende hoofdstukken van de methode ''Getal en Ruimte, versie 2007'' waren behandeld
Hoofdstuk 3: De afgeleide functie, m.n,
53.2 Diserentiequotiënt
53.4 en 93.5 Diserentiaalquotiënt
Hoofdstuk 7 Diserentiaalrekening
Hoofdstuk 9: Exponentiële en logaritmische fundies, m.n.
99.3 Het grondtal e, het diserentiëren van e-macht functies
Hoofdstuk 10: Integraalfuncties, m.n. û10.3 Primitieve functies
Voorbereiding op vragen van Ieerlingen.
We hebben de presentatie zo proberen te maken dat zoveel mogelijk vragen zijn afgedekt.
De achterliggende theorie is verwerkt in deze docentenhandleiding. Alle tips en hints die we
in de loop van deze opdracht kregen zijn verwerkt in de presentatie en / of de
docentenhandleiding.
Natuurlijk zullen er vragen gesteld worden waarop we niet geanticipeerd hebben.
'Examinations are formidable even to the best prepared, for the greatest fool may ask more
than the wisest man can answer.' (Charles Caleb Colton)
Als de presentatie een aantal keren is gedaan met verschillend publiek kan deze aangepast
worden om hierop in te spelen en/of kan een soort van database met vragen (en
antwoorden) gemaakt worden.
En ook daarna zullen er nog verrassende vragen komen....
4 ju l i 2011
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Achtergronden bij de presentatie
Introductie-.
Inleiding waarin aan de hand van een paar praktische voorbeelden de Ieerlingen voor het
eerst een beetje kennis maken met de begrippen lwiskundig) model en
digerentiaalvergelijking.
Bij ''De Taipei 101'', een wolkenkrabber met 101 verdiepingen en een hoogte van 508 meter'
in de Taiwanese hoofdstad Taipei, heeft men rekening gehouden met wind en aardbevingen .
ln de top van het gebouw zit een fftuned mass damper'' Dit is een reusachtig bolvo'rmig
gewicht van ruim 800 ton die een deel van de bewegingsenergie opneemt van het gebouw,
wanneer zich trillingen voordoen, bijvoorbeeld bij stormen of aardbevingen.
Voor de constructie van de 'ëtuned mass damper'' is natuurlijk van belang te weten hoe het
gebouw zich gedraagt bij een bepaalde windkracht of tijdens een aardbeving. En aangezien
je dat niet in het echt kan of wil uitproberen maak je een wiskundig model waarmee je het
gedrag onder verschillende omstandigheden kan berekenen,
Wiskundige modellen worden gebruikt om te voorspellen hoe een systeem zal reageren op
een zekere verandering, om simulaties mee uit te voeren ter vervanging van metingen.
De bewegingen die een nieuw type supelanker gaat maken door de golven op zee kunnen
tegenwoordig beter en goedkoper gesimuleerd worden op de computer dan dat ze
bijvoorbeeld met een schaalmodel gemeten zouden kunnen worden.
Sommige metingen zijn zelfs onmogelijk, zoals metingen aan het klimaat van de komende
eeuw, of de structuur van een quark, of de verspreiding van een nieuw virus.
Modellen geven echter vooral ook inzicht. Met een model is het systeem geen black box
meer, maar er is bekend welke grootheden van invloed zijn en welke verbanden die
onderling hebben (bijvoorbeeld de ene grootheid is evenredig met een andere, of de ene
grootheid is de afgeleide naar de tijd van een andere). De wetenschap van de natuurkunde
bestaat uit een heel bouwsel van modellen voor de fysische werkelijkheid, een bouwsel waar
voordurend aan verder wordt gewerkt. Als je, met behulp van een model, begrijpt (of uit
kunt rekenen) hoe de grootheden in het systeem van elkaar afhangen, dan kan je ook gaan
sturen; het gedrag be'l'nvloeden, regelen, optimaliseren.
Een diserentiaalvergelijking is zo'n wiskundig model, een model dat beschrijft hoe een
functie verandert ten gevolge van bepaalde ingangsvariabelen, bijvoorbeeld wind of
trillingen in de grond. En als je kunt berekenen / voorspellen hoe een functie veranderl ten
gevolge van veranderende ingangsvariabelen kan je daar op anticiperen, je kunt
maatregelen nemen, de functie be'l'nvloeden, regelen, door bijvoorbeeld een tuned mass
damper te installeren.
Door modellen te maken van processen die door differentiaalvergelijkingen beschreven
kunnen worden (pendulum, het Ieeglopen van een waterbuis, verontreiniging van een meer)
willen we aansluiten bij de belevingswereld van onze Ieerlingen.
4 juli 2011
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Het weer:
Met behulp van meetgegevens kun je processen in de atmosfeer beschrijven, met name hoe
grootheden veranderen.
Het weer
ochtendrood ochtendrood J/N
tempe|tuur .--'--->
j wee|voorspelling
luchtdruk
1 wiskundig model
windrichting/snelheid -
luchtvochtigheid
neerslag
O
q)
=
H
TD
D
fD
D
N'
variabele
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Wiskundig modelleren.
Het opstellen van een DV is van wezenlijk belang voor het begrip van het concept DVn.
Vandaar dat deze Ies onder meer is gericht op het opstellen van een DV door middel van
wiskundig modelleren.
Wiskundig modelleren is een proces waarbij de werkelijkheid wordt vertaald in wiskunde en
wiskundige resultaten worden ge'l'nterpreteerd in de werkelijkheid,
Leerlingen krijgen tijdens de les een tweetal opdrachten waarbij ze, om de opdracht op te
kunnen lossen, een wiskundig model moeten maken.
De modelleercyclus, een beschrijving van het modelleerproces, is beschreven in de
notitiepagina's van de presentatie.
Voor meer informatie verwijzen we naar:
Stadmodule wiskundi: modelleren; van het steunpunt wiskunde D van de universiteit
Twente.
Als illustratie van het modelleerproces is gekozen voor de Segway PT.
In eerste instantie was het modelleren van de Segway een praktische opdracht voor de
leerlingen. Dit omdat Ieerlingen na afloop van de introductieles een stukje met de Segway
mogen rijden.
Bij de uiteindelijke keuze is daar echter vanaf gezien omdat
@ het opzetten van een testopstelling, waarbij de benodigde data goed afleesbaar is,
Iastig is, en
* de uit het experiment verkregen data niet intuïtief tot een goed model Ieidt.
Om toch een Iink te houden met het rijden met de Segway is de Segway gekozen als
illustratie voor de modelleercyclus.
Om eerder genoemde problemen te omzeilen is
* het experiment gefilmd,
de gemeten data in de presentatie gegeven en
@ de afleiding van het model uit de gemeten data in de presentatie opgenomen.
De modelleerfasen zijn beschreven in de notitiepagina's van de presentatie.
Enkele aanvullingen zijn apart vermeld.
Conceptualiseren
Het beschrijven van de beweging van een pendulum Ieek een eenvoudig experiment, een
gewichtje aan een touwtje aan het plafond en meten maar.
Dit bleek nog niet zo makkelijk.
4 juli 2011
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Voor het meten van de uitwijking (0- ) is een grote bord - geodriehoek gebruikt en voor het
meten van de tijd een stopwatch. Het bleek echter onmogelijk om zo de uitwijking als
functie van de tijd vast te Ieggen, het pendulum beweegt hiervoor te snel.
Vervolgens is de beweging gefilmd en vertraagd afgespeeld. Dit maakt de beweging van het
pendulum langzaam genoeg om te beschrijven, de film kan bovendien stopgezet worden,
maar de afleesbaarheid van de stopwatch op film bleek niet voldoende.
Het opzetten van een testopstelling die zich goed Iaat filmen vraagt nogal wat geduld en
gepruts en dat wil je niet tijdens een practicum middag waar het voornamelijk gaat om de
verwerking van de gevonden data. Dit is een van de redenen waarom de keuze voor de
praktische opdracht niet op het pendulum is gevallen.
Het blijkt dat 0- als functie van tijd een sinus of cosinus-vormige (afhankelijk van start
meting) grafiek heeft met de algemene formule:
6 = Asin (!.':w t)
Deze data is gebruikt in de presentatie.
Er zijn verschillende tests gedaan, met verschillende sta|uitwijkingen. Het blijkt dat bij
gelijkblijvende koordlengte de trillingstijd T gelijk blijft. Alleen de A veranderd.
Met A = 140 en T = 2,9 seconde.
Mathematiseren
Het gevraagde model wordt verkregen door de positie twee keer te diserentiëren.
Dit blijkt uit de theoretische afleiding, maar niet uit de vraag of uit de testdata.
De Iink tussen het waarneembare en het model Iigt hier niet voor de hand. Ook dit is een
reden om het pendulum niet te gebruiken als praktische opdracht.
oigerentiëren van de algemene formule van oçt) : 0 = Asin (-2R t7) levert:
r
ae ze zx
na 1 keer diserentieren : -a, = -w Acos (-r r)
2 keer digerentieren: d28 = - (-2R)2 Asin (-2R j.)
na z
dt v v
2* t') doo r 0 : d 2 P = - (-2rj2 o
na substitueren van Asin (-r dtz v
De Iaatste vergelijking is universeel. Hij berekend voor elke hoek 8, onafhankelijk van de
starthoek de versnelling.
4 juli 2011
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Afleiding van het model
We Ieiden het model van het pendulum op twee manieren af:
@ met de wet van Newton.
* met de wet van behoud van energie.
Afleiding met de wet van Newton:
De som van alle krachten = massa * versnelling (F=m*a).
Hiertoe brengen we alle krachten die op de massa werken in kaart.
Bij een hoek 0- is de zwaa|ekracht (mg) te splitsen in een component in de richting van het
koord, de spankracht: m.g.coso- , en een kracht Ioodrecht hierop, die voor een versnelling
zorgt: m *g|sino- .
Aangezien de kracht die voor de versnelling
zorgt tegengesteld gericht is aan de hoek O
geldt:
F = - r?z . g . sing
m - a = - Arl . g . sino
Dus voor de versnelling a geldt:
a = - g . sin|
I
t
$'
l
I
1
' 0
1
j
$
Xv @
N Ae
N e -
% %
>
>. $ .
%' . $
** - .. '' .
|%
. a ù. . ..
î. V: ''' $
$ ,
1 1. $ 6
M î
k'
j =
l
1
$ C1
1 |7
t +
î m
$
$
!
1
b'
j .-
j
-*
l''|I
De versnelling a is te schrijven als de
J2s
tweede afgeleide van de positie:
dtz
De massa verplaatst zich Iangs een
cirkelboog, dus s = l ' 0
dzs dlle dze
Gecombineerd : (z = ... = z = l a
dtz dt dt
|2 e
Bij substitutie van ! voor a
dt z
dl (.?
l = - g . sino
dtz
de te
Csine
de 2 !
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Afleiding met de wet van behoud van energie.
De som van kinetische en potentiële energie is constant: Ek + E = c
p
Ek + Ep = C
Ek = C - b:
P
1
mpz = c - mgh
m172 = ZC - zmgh
2C
p2 = - - Zgh
D a n oo k :
z ) , = (--2 C - zg /,) ,
(,7
m
dv dh
217-j.à. = - 2,g./-.à.
de
p =!
W
dv d20
=1
'â'|| dtz
h = hz - lcoso
dh de
= lsing
dt dt
de d20 de
21 l = -zglsing
dt dtz dt
d 2 p
l z = -gsine
dt
d 2 p
Csine
=-
d !' 2 l
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Link tussen experiment en afleiding
dz| g
Beide afleidingen Ieiden tot: - = - sino
dt l
szo (.!.r.;z o
Het experiment leidt tot: = -
dtz ï'
In dit geval met T = 2,9 s
Het resultaat van het experiment is een eenvoudiger model dan het resultaat van de
afleidingen. Het voldoet voor kleine uitwijkingen,
voor kleine 9 ( < 300) is sino is 0.
Het resultaat van de afleiding voldoet voor alle 9.
1f. = (-2Tf)2 jjëeruit volgt dat T = 27r â
l . r g
De trillingstijd T van het pendulum wordt bepaald door de Iengte van het koord.
Bij trillingstijd T van 2,9 seconden hoort een een koordlengte van +/- 2,06 m.
Analyseren
Het numeriek oplossen van de DV.
Beide DV's zijn numeriek op te Iossen met de methode die tijdens de presentatie wordt
uitgelegd. Door gebruik te maken van een spreadsheet programma als b.v. exel kan
eenvoudig een grote hoeveelheid datapunten worden berekend.
d20 de
Uit kan - bepaald worden en vervolgens 0. De oplossing kan niet in één keer worden
dtz dt
berekend maàr vereist een tussenstap (-dP). Dit is niet heel intuïtief maar kan natuurlijk wel
tit
uitgelegd worden.
In exel dienen de cellen als volgt gevu Id te worden
A B C D E F G H I J
1 At t 42|! é? 0 p', p! 0
2 0,1 0 =-4,6*F2 0 0,3 =-4,6sin(J2) 0 0,3
3 =A2 =B2+A3 =-4,6*F3 =E2+D2*A3 =F2+E2*A3 =-4 6sin(J3) =I2+H2*A3 =J2+l2*A3
De gekleurde cellen moeten gevuld worden gevuld met sta|waarden.
Regel 3 kan naar believen gekopieerd worden.
Van de berekende datapunten kan vervolgens een grafiek gemaakt worden.
4 juli 2011
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Het algebrai-sch oplossen van de DV.
dze ze 2
Moor welke functie |(t) geldt dat atz = - (-r ) 0 ?
stel: eçt) = eâê
dze 2 zt
dan : = 2. c
dtz
Jzeît = - (3..!12 ekt
'(
zzear + (.|) evèt = ()
F
(à2 + (â1)2) eât - 0
F
àz + (1$2 - ()
r
àz = - (!|)2
F
à = i .L1. of à = -i i!L
T F
iMt -.i L'!t
Dan: gçtj = Cïe v + Cze r
p(t) = cïisin (.!-lLth - caïsdn 4'!-rët)
F J * % F
oço = cgisin (.!.'!r.) - cvïxïn (-2n te
T J | N F
:(t) = csïn (F..1t)
r
dze g
voor welke fundie 8(t) geldt dat z = - sino î
dt l
Deze functie is niet zomaar op te Iossen.
Numeriek oplossen Ievert de volgende situaties:
(algemene oplossing)
(Imtalgemene oplossingl)
4 juli 2011
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Voor kleine sta|uitwijkingen (t% < -V') geldt dat sing a; 0, Dus 0 is sinus vormig.
6
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5
0
of |=eo>X |>- *Aœ>=c --
=>*œ>*>' Yoc-Ax
-5
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Introductieles Diserentiaalvergelijkingen
0 = ë 0 Iijkt sinusvormig maar 9' neigt naar een driehoekvormig signaal en 9|| neigt naar
0 z z
2
een blokvormig signaal.
In de buurt van de maximale uitwijking blijft de component van de zwaa|ekracht die voor
de versnelling zorgt redelijk constant waardoor de signaalvorm van 9'' neigt naar een
blokvorm. In die gebieden neemt de snelheid min of meer eenparig toe (of af) waardoor de
signaalvorm van de snelheid neigt naar een driehoeksvorm.
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00 = - I
6 0
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Introductieles Diserentiaalvergelijkingen
4/ er t / er
9| = -, bij een % > - zal 9 eerst afnemen tot 0 = - en daarna weer toenemen, vandaar
6 z 2
de 'deukjes' op de 'blokjes; van 0''
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' -- o 0 i i
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I
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oco| ||NY &Y>* AcAc =
-8E-16
B ij gz = er i s h et p e n d u I u m 1 n ( I a b 1 e I ) eve n w 1 c h t .
lntroductieles Diserentiaalvergelijkingen
De toename van 0| ten gevolge van de versnelling 02| heeft te maken met afrondingsfouten,
Het aantal decimalen van 71 in Excel is eindig.
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0' = 1 bij een 0 = 0 met een kleine beginsnelheid fo < -f gedraar de slinger zich als
0 z 0 mq.t
6
bij een kleine starthoek zonder beginsnelheid.
Introductieles Diserentiaalvergelijkingen
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1
8|0 = 5, bij grotere e'çj blijft het pendulum in één richting bewegen waarbij de optredende
versnelling zorgt voor een fluctuatie van de snelheid. Daar het pendulum in één richting blijft
bewegen neemt 0 vooddurend toe.
Introductieles Diserentiaalvergelijkingen
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Di|erentiaalvergelijkingen
Dit onderdeel bevat
@ een kor'te herhaling van de diserentiaalrekening m.b.v. GeoGebra en
* het grafisch numeriek oplossen van een DV.
Er is voor gekozen voor GeoGebra omdat bet programma makkelijk via internet verkrijgbaar
is (freeware) en eenvoudig te hanteren is.
Via inzoomen van de parabool bij het punt A(1,1) wordt het begrip ''Iocal straightness''van
Tall gedemonstreerd. Als je maar ver genoeg inzoomt wordt de parabool locaal een recht
stu kje.
Als de docent er behoefte aan heeft om wat uitgebreider stil te staan bij herhaling van de
differentiaalrekening kunnen onderstaande applets eventueel van pas komen.
http://www-plu-edu/-heathd'l/l'ava/calcl/secant-html
T(c+h)-/(a) ,
Applet waarmee je de definitie van limn-,o yz = / (x) kunt laten zien.
Werkwijze: Bij ''function'' eerste rondje aankruisen. Vlak daar boven bij ''constant'' met de
schuifbalk naar Iinks/rechts zodat je bv. y = *.2 krijgt. Geheel onderaan staan twee
schuilalken. Met de onderste balk ga je op een punt staan bv. (1,1) en met de balk erboven
kun je h in stellen. Bij een zo klein mogelijke h ontstaat de blauwe raaklijn.
h|p://www.plu.edu/-heathdl'/l'ava/calcl/tocal.html
Applet waarmee we via inzoomen kunnen laten zien dat de kromme grafiek van f steeds
meer een rechte Iijn wordt en gaat samenvallen met de raaklijn in een punt als je maar ver
genoeg inzoomt. (TaIl)
Werkwijze: Dezelfde instelling als zojuist y = .%2 , Met de onderste balk ga je opnieuw op
het punt (1,1) staan. De schuifbalk erboven verschuif je van rechts naar Iinks om in te
zoomen. Je ziet in de onderste tekening de gebogen Iijn overgaan in een rechte. Van de
rechte Iijn kun je dan via hokjes tellen (3 naar rechts, 6 omhoog) aflezen dat de helling 2 is.
h|p://www.plu.edu/-heathdi/iavm/ç|lcl/Deriv.html
Applet waarmee je Iaat zien dat f'(x) de rc van de raaklijn in een punt is. De handjesmethode
van Tall is hierbij goed zichtbaar. Bovendien wordt de hellinggrafiek getekend.
Werkwàe: Dezelfde instelling als zojuist y = .*2 . Met de onderste balk schuif je van Iinks
naar rechts. In het punt wordt met groen de raaklijn getekend en met blauw ontstaat de
hellinggrafiek.
Mooi ook met de functie y = sin (2.,.7) en onderste balk redelijk snel van Iinks naar rechts
schuiven, (handjesmethode TalI)
Zeer belangrijk voor DV; bij ''function'' 2* rondje aankruisen. Onderste schuifbalk helemaal
naar rechts en daarna de schuifbalk ''constant'' bovenaan heen en weer schuiven zodanig
dat rood en blauw samenvallen. Daar heb je de e-machtfunctie. Belangrijk omdat bij eerste
orde lineaire DV de e-machtfunctie essentieel is.
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Het grufisch numeriek benuderen van de oplossing van een dlyerentiual vergelijking mbv de
methode vun Euler. Het begint met de DV f= zx met beginconditie (1,1) omdat de werkelijke
oplossing hiervan makkelijk te vinden is via primitiveren. De nadruk Iigt vooral op de
foutmarge afhankelijk van de stapgrootte en het opstapelen van fouten.
Deze grafisch numerieke methode is vervolgens bruikbaar bij DV (zoals y'=2y) waarvan de
Ieerling niet zo snel kan zien wat de oplossing is, maar vooral ook wanneer de DV helemaal
niet algebra'l'sch oplosbaar is.
Als een oplettende leerling aan het eind vraagt wat nu eigenlijk de oplossingen zijn van de
DV op dia , hierbij de oplossingen.
) 1 r|'
J = J? A'ccv?? 11 = e
)) c| l*(f
))'-- )7 Ic ()
. | |' | |'
? c - e = 0
pa. ( ?. - j ) cc:()
e
1- uc l
P = CC
F1 f l of
v = p Neem J? = e
37 7| J*(?
11 | ? 7$'
)) I| 1. (?
O 1 0
); - )) :::7
.2 pa' . F'.r
? c - l e = 0
rerx (r - 1) = 0
?- u= l
jl = Cit
? '' ) = o Neen: y = e''x
J + .3
)/ AL l (?
of . | ? zL'
); = ? e
|! l |' | |'
?- c + e = 0
rx (y.2 + j) .()
e
-2 c:c - j
?
?- = 0 - i of 1- = 0 + i
17 = e*'' (c. costlx) + ca sintlxl)
1' = q costa-) + cz sinlx)
En bij
v ' = 2.)7 ,??c? bcgillco'taitie ( l 1) Neen, v = e'w
.. 1 ..
1 . IQ'
)) = / Lt
.)) '- 2 )z = 0
. ? Ot' | 1 Cr
l L? - ïC = 0
jga. (r .g) nu tj
r = 2
2x
)? = de
( 1, 1) hljqtllell ce' = I
l ax
)7 = e
2
e
Of via separatie van variabelen:
dy
= 2 . y
dx
1
- dy = 2 . dx
1
- dy = 2 . dx
In (y) = 2.| + c
= 2;r+C
y e
= c . 2.*
y e e
Door(1,1) 1 = ec ' e2
1
ec =
FF
1
d'II.S y = * C2*
ZJ
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Opdracht 1: De waterbuis.
Inleiding:
Een diserentiaalvergelijking die een verband aangeeft tussen een grootheid en de
verandering van die grootheid in de tijd is een wiskundig model dat van een natuurkundig
verschijnsel, in dit geval een dynamisch systeem, een wiskundige beschrijving geeft van het
gedrag. In dit voorbeeld kan dit prima met h en kïh/lt.
Conceptualiseren.
Het proces is goed aanschouwelijk te maken (TaII). Een film van de gedane proeven dragen
erloe bij dat de Ieerlingen een goede voorstelling hebben van het proces, de grootheden die
daarbij een rol spelen en de gestelde vraag. Het daagt leerlingen uit om over de Iastige vraag
na te denken.
Mathematiseren'.
Essentieel bij de opdracht is wat leerlingen moeten gaan doen met de gegeven
meetresultaten. Ze moeten op het idee komen om nieuwe kolommen toe te voegen waar in
elk geval h en lh/lt in voor komen. Vervolgens daarvan een grafiek maken. Herkennen dat
er nagenoeg een Iineair verband is. Door de puntenwolk een rechte Iijn trekken door de
oorsprong. Uit de tekening de richtingscoësiciënt van die Iijn berekenen en daarna de DV
vergelijking opstellen. Dit zijn heel wat denkstappen waarbij het voor de docent belangrijk is
om een aantal keren sturing aan te brengen.
Analyseren:
De DV zelf - i::s -0,0011 ' h hoeft niet opgelost te worden. Hij moet gesubstitueerd
dt
dtt
worden in een andere formule (puit = - - Abuis , zodat dit overgaat in
dt
(puit = -0,0011 ' h . Abuis
= -0,0011 . 100 . zr ' 1,192 $4| -0,49 ml/s
Tuit
om uiteindelijk antwoord te krijgen op de gestelde vraag.
Hierna volgt een formele afleiding van een diserentiaalvergelijking beborende bij het
Ieeglopen van een waterbuis. Hiermee geven we tevens een verantwoording waarom we bij
opdracht 1 gekozen hebben voor de uiteindelijk gehanteerde proefopstelling.
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Leegstromen waterbuis: (1)
Ziefiguur hiernuast' d=diameter uitstroomopening rechtsonder (m)
Formules:
massa = dichtheid . volume
Eàwl = p rk.v 1 . 7|,,,31
Crl a
massa
massadebiet = = volumedebiet . dichtheid
tijd
b),n -- !|, (||!s 1 -- ç? w ('n,31 . /' (,-R,-1
volume
volumedebiet çf !/1&') = = oppervlakte . snelheid
tijd
= .ï. g'z''j - zgrrlzj . p Fj
@v t s s
kracht = massa . versnelling
energie = kracht . cf stand
kracht
druk =
oppervlakte
>- (x! = zn. gkpl . a gp.''N 1
sLn = Fgx) . slrnl
N A'wl
p l,,,cl = zjjyz,cj
|et van behoud vun massu
aamv g-té.s j - debietin g'fî'î.s 1 - debietuit kfî'î.s 1
dm jkgj x .veyjety:g jkgj
dt s s
d A?z j-é.k j . .p m , u j , j-é.k j
dt s s
debietin = 0 geef t
dçp . 1,,) jkpj ..(/0,., jkpj
dt s s
g . Jpr jàsj m .-yjjm,ay, jksvj
dt s
de rk,gl g?'n3j rkp
p ' Lit g s j = '-lpv.utt g s j ' pufc gmal
. dv jk-t?j - ..-zl,,g, l,,z' zj . pzu, g--.-zrt, j . puf, jyyyàwaj
p dt s
Waarbij: 1, it de snelheid waarmee het water de buis in de opening met doorsnede al it
N N
rechtsonder verlaat.
P = Puit 'geeft
de |3 m
= --/1ud , (m2 j . vui : j-s j
dt s
1 dh rrna 1 r?'n
n'D2 l/11zl . Ljt (-s j = - 'j' 7rd2 (|21 . 'pzu: g-g 1
1
4 juli 2011
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de
Maar we willen een verband tussen - en h
dt
|et van behoud van energie âeen wrijving)
Ek + Ep = constant
Ekl + Epl = Ek2 + Epz
1 1
- . pin . t,12 + piu . g . h,: = - . puit . 1722 + puit . g . hz
2 2
Waarbij: zêl de snelheid waarmee het water in de verticale buis zakt.
172 de snelheid waarmee het water de horizontale buis verlaat.
/11 de hoogte van het waterniveau in de vertikale buis t.o.v. de onderkant van de
buis.
hz de hoogte van het waterniveau in de horizontale buis (aanname hz = 0)
' kg ,712 Nm / N
Qua eenheden ( j=( J=( ) energie per volume-eenheid= I al druk
m-S- mœ mœ m
1 2 /j 1 2
Pin = Puir en hz = 0 geeft - - 'lz: + g . 1 = - ' 172
2 2
1 2
171 << 172 geeft g . Jl; = - . 172
z
te 2 = 2 . g . h
2
172 = 2 - g ' h
dh de
= - . 2 . g . h.
dt D2
Oftewel kort genoteerd .'.J.I.t. = k . 'UV . Nu hebben we een Iineair verband tussen l.15 en
dr dt
f11.
Oplossing met separatie van variabelen:
dh
= k . W/E-
dt
1
dh = k . dt
Wf
j 1 de = jk . de
W
2 . W = kt + c
kt + c
W=
2
kt + c 2
,. - ( , )
Om grafisch de waarde van de constante k te bepalen moet je een grafiek tekenen van IZ
dê
tegen VS. Dit wordt een rechte Iijn, Leerlingen hebben niet vaak gewerkt met Wé Iangs de
x-as.. Bovendien Iigt de oplossing van ''!-tk = k . 'UV ook niet zo voor de hand.
dt
Vandaar dat we nog even verder gezocht hebben naar een meer bruikbare DV.
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Aan de rechteronderkant komt een Iange dunne buis met Iengte L (m) zodat er een
duidelijke wrijvingsweerstand is. Zie figuur hiernaast.
Introductieles Diserentiaalvergelijklngen
|et van behoud van energie (met wréjving; Bernoulli)
Ekl + Epl + EwT= Ekz + Epz + Ewz
1 1
- . pin . g12 + pig . g . /1: + Nw: = - . puit - pzz + puit . g - hz + Ewz
Informatief'. Soorten stromingen
Er bestaan twee soorten stromingen: Iaminair en turbulent. Bij Iaminaire stroming snijden de stroomlijnen
elkaar niet. Bij turbulente stroming snijden de stroomlijnen elkaar voo|durend oftewel de individuele
/
stromende deeltjes volgen niet de hoofdstroomrichting.
I cunr
7-- Q-
.....m .. .
ïl I
( <) -;(-. jjj
|1 !1
d ' I steeper profitc and
v, .-1 gj g
v....-..k I I energy cxchange
|J . -9
Figuur 1: Snelheidspro|elen Figuur 2: Stroomlijnen
Het bepalen van de stromingssoort gaat met een dimensieloos getal: het Reynoldsgetal. Deze is gedefinieerd
a l s:
P ' d ' 17
Re =
T
waarbij voor vloeistosen door een cilindrische buis geldt dat p de dichtheid van de vloeistof is, d de
diameter van de buis, v de snelheid van de vloeistof en 1) de viscositeit van de vloeistof. Als het
Reynoldsgetal onder de 2000 Iigt is er sprake van laminaire stroming, boven de 2300 spreekt men
van turbulente stroming. Over het algemeen kan dus worden gesteld dat Iaminaire stroming
optreedt wanneer de dichtheid Iaag is, de diameter klein is, de snelheid Iaag is en/of de viscositeit
hoog is.
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pin = pufr , hz = 0 en aaname Ewl = 0 geeft
L 1
Ewz = 4/ ' g . é' ' t722 (f = frictieconstante, alankelijk van soort stroming)
64
4/ = (mits Re < 2000 Re = het Reynoldsgetak; mits laminaire stroming)
Re
o . d . 172
Re = ' (n = viscositeit)
F/
1 2 1 a
- ' 17: + g . /1l = - - 1,2 + âkz
2 z
1 1 64 . /7 L 1
- . .1,7 2 + a . /1. = - . paz + . - . - . pzz
2 1 ' 1 2 '- - d . 17 d 2
p z
1 32 . r/ . L . 'pz
'l',l << 172 geeft g . /1: = . 1,22 +
i p . dl
32 . v . L . 172
Indien 0 < 172 < 0,4 vzz << pz dan g . /,1 = ' z
p . d
. g . d 2
lïï
Ja = - Al
32 - ze . L
dh de o . .q . de
= - . ' '-' . h
dt 82 32 . ze . L
dh de
Oftewel kort genoteerd - = k . h . Nu hebben we een Iineair verband tussen - en h.
dt dt
de
Orn grafisch de waarde van de constante k te bepalen moet je een grafiek tekenen van -
dt
tegen /1, Dit wordt een rechte Iijn. Aangezien er langs de x-as gewoon h komt te staan is dat
voor de leerling een stuk prettiger. Bovendien kun je bij deze DV makkelijker aanvoelen dat
de oplossing een e-macht moet zijn. (Deze is veel makkelijker in te zien dan de kwadratische
oplossing )
dh
= k . h
dt
1
dh = k ' dt
7
jsl dlz - jk . d,
In (à) = kt + c
h = ekt'bc
''.Cîl en h.
En nu is er een Iineair verband tussen
dt
|e hebben bij de proefopstelling van de waterbuis derhalve een nauwe horizontale buis
ât en h zo veel mogelijk na te streven.
genomen om een Iineair verband tussen
dt
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Proefopstelling.'
Een doorzichtige buis met een diameter van D=2 38 cm en een Iengte van 2 m wordt in een
#
statief geklemd. Onderin zit een kurk met daar doorheen een kort glazen pijpje. Hieraan zit
bevestigd een rubberen slangetje met daaraan een slangklemmetje. Aan het uiteinde zit een
smal glazen buisje met een diameter van d=l 25 mm en een Iengte L=41 5 cm dat
; #'
horizontaal op de tafel Iigt.
We vullen de buis met gekleurd water tot een hoogte van 180 cm,
De meetresultaten zijn verwerkt met het programma Excel omdat hiermee een trendlijn en
de bijbehorende formule gevonden kan worden.
Indien leerlingen de beschikking hebben over een laptop. (of in een computerlokaal zitten)
kunnen ze de meetresultaten verwerken in Excel.
Voor het analyseren (beantwoorden van vraag met model) van de opdrachten kan gebruik
worden gemaakt van Excel of matlab.
Matlab is een geavanceerd wiskunde programma dat gebruikt wordt op de UT,
Het is geen freeware zoals GeoGebra en dus niet makkelijk toegankelijk,
Een Matlab script is te gecompliceerd om uit te Ieggen aan middelbare scholieren.
Dit vereist kennis van hoe je een DV of een stelsel van DV?s oplost.
Natuurlijk kan gebruik worden gemaakt van een script met een grafisch user interïace (GUI).
Dit is echter een back box; je stopt er iets in en er komt iets uit, het verband tussen input en
output is niet evident.
Excel (of een vergelijkbaar spreadsheetprogramma) is ge'l'nstalleerd op vrijwel iedere PC, de
open office variant CALC is freeware en dus voor iedereen toegankelijk.
Voor eenvoudige opdrachten met niet te veel datapunten werkt Excel (of CALC) goed, het
programmeren van de spreadsheet vereist geen extra kennis. Bij het oplossen van de vraag
kan de eerder aangeboden numerieke oplosstrategie gebruikt worden.
Door het toepassen van de theorie wordt de stof nog eens herhaald.
Tabel invoeren.
ttset) htcm) âh/ât
O 180,8
60 170 -0,18
120 159,8 -0,17
Selecteren van twee kolommenzdaarna optie invoegen, spreiding, puntengrafiek
met rechtermuis op 1 punt klikken, trendlijn toevoegen, kies Iineair en door (0,0).
Als trendlijn in de h-Ah/ht grafiek is gekozen voor Iineair (zie voorgaande) en door de
oorsprong omdat makkelijk te beredeneren is dat Ah/At=0 als h=0.
Als dit niet mogelijk is moeten de Ieerlingen tijdens de Iesmiddag zelf tekenen op
roosterpapier en een schatting van de trendlijn geven.
Een slimme Ieerling zou hierbij de GR TI-84 kunnen gebruiken met de optie STAT-EDIT en
STAT CALC - LINREG.
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Tijdens het conceptualiseren is sturing door de docent vereist om op het idee te komen om
een grafiek van Ah/At tegen h uit te zetten. Vanuit het blok diserentiëren waar ze
.|.î.6.Z = 2)| hebben gehad is het belangrijk dat ze hier een DV maken waarin in elk geval een
dx
grootheid h en de verandering van diezelfde grootheid in de tijd (Ah/At) staat.
In Excel staat bij de trendlijn een waarde voor Rztde determinantiecoëficiënt) . Dit is een
maat die aangeeft hoe goed de trendlijn (=regressielijn) bij de losse datapunten past. Er
geldt 0 < R2 < 1,
Voorbeeld: 4 datapunten
..|||' ||| ||
2 18
6 24
13 26
16 36
é...y.r
Jr
In de figuur ernaast staan de 4 punten getekend. Gezocht wordt nu een Iijn (in dit voorbeeld
een rechte lijn) die zo goed mogelijk bij deze 4 datapunten past. Zo'n lijn heet een
regressielijn. Het is een model om bij een gegeven x een voorspelling te geven van y. Zo'n
voorspelde waarde van y geven we aan met #.
Het residu bij een waarde van x is het verschil tussen de waargenomen y en de door de
formule van de regressielijn voorspelde #, dus residu r = y - #
De methode van de kleinste kwadraten zegt nu, dat voor de beste Iijn geldt dat de som van
''alle residuen in het kwadraat'' minimaal moet zijn:
Dus er moet gelden Z n 2 is minimaal
Als de regressielijn de lijn y = J.x + b is dan geldt voor de residuen
n = yi - çaxi + b) = yi - axi - b
Neem âxi = xi - .'P en A,yi = y - #
n = yf - a xi - b = yi - # + # - axi - a.k + al - b = (Ayf - tzixf) - (b - # + c.ë)
Z riz = ZlRyf - Cthxi) - çb - (F + tW))2
= XtAyi - câxëlz - 2 Z(Ayé - ahxilçb - # + ak) + E(/) - # + (1.'k)2
Als je van de middelste term de haakjes wegwerkt dan ontstaan er 6 termen waarbij in elke
term é; Axf of ja Ayf zit. Deze zijn nul èmdat de totale a|ijkingen van het gemiddelde
nul zijn en daardoor is de gehele middelste term gelijk aan nul.
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Er blijven twee termen over die beiden positief zijn en het zijn kwadraten. De som daarvan is
minimaal als beide minimaal zijn.
lntroductieles Diserentiaalvergelijkingen
De eerste term Ztlyf - aAxflz = Z Lyiz - ja E âxiâyi + |.2 é: Axy2 heeft de vorm van
een tweede graads formule, dus de grafiek is een dalparabool. Minimaal in de top.
.-.b 2 12 hxiâyi 12 âxisyi
atop = = =
2a 2 Z Ax42 j| Lxiz
De Iaatste term Z(ô - # + c.'k)2 is minimaal als b - # + al = 0 dus b = # - al
Voor de 4 datapunten betekent dit:
37 104
ik = - = 9,25 en # = = 26
4 4
Xi yi hxi Zl'i A'YAl?i 1.1.2
2 l 8 -7,25 -8 58 52,5625
6 24 -3,25 -2 6,5 10,5625
13 26 3,75 0 0 14,0625
1 6 36 6,75 10 67,5 45,5625
132
a = a; 1,075
122,75
b = 26 - 9,25 - 1,0754 ;k; 16,053
De formule die bij de regressielijn hoort is dan # =1,0754x + 16,053.
(Ook te vinden met de T-84 Viu STAT EDIT Iljst invoeren, vervolgens viu STAT CALC
LINREGIaX + b)). Hiermee kunnen we de tabel uitbreiden :
Xi X Yi Zà?i Z '2 (rf ()2
2 1 8 18,2 -8 64 0,04
6 24 22,5 -2 4 2,24
13 26 30,0 0 0 16,27
16 36 33,3 10 100 7,51
1:tk1 Ayïz - Z'?/-1(n)2
Rz = l
Z@ AA,f 2
t | 1
168 - 26,06
Rz = = 0,845
168
Des te dichter R2 bij de 1 zit des te beter de regressielijn bij de punten past.
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|e hadden
ja AxîAyf
J=
Z hxiz
Voor de x en y waarden van de datapunten geldt
ja âxfz )2Ayéz
de standaardafwijking où = en av =
71 71
Z hxiz
z =
où
n
Z Axdzzzntuz
ja txityi
oùy = Covçx, y) =
n
ja AxfAyy = no'xx
Z àxiâyf ncxx cxx
Dus a = = =
Z LX'iZ ncxz Jxz
De covariantie is geen goede correlatiemaat omdat deze afhankelijk is van de gebruikte
eenheden . Deel je door de standaardafwijkingen où en oà dan ontstaat een maat die
onafhankelijk is van de gebruikte eenheden.
Gxy
De corretatiecoefjicient = r =
|x O'y
Gx
dus r = tz-
Cïy
Te hadden rf = yi - axf - b
yi = axi + b + q
yi = axi + # - al + n
yi - 9 = Céçxi - ;'i) + rd
âyf = ahxi + n
Z âyiz = jéqtflzxy + Tij 2 = a2 ja Lxiz + ja ja âxivi + Z qz
De middelste term is nul want
2 12 âxiA'yi 2
E txiri = ja âxiç âyi - aâxi) = )2 Axf Ax - a Z éxs = Z Axf Ay,j - z Z Axf = 0
ârzxf
Z hyi Z = al ja Lxiz + ja rf 2
JJ Z)ù 2 - Z n 2 a2 Z Axj 2 + )é; ,42 - Z q 2 g
R2 = = = (a..-;èL)2 = ,.2
Z àlh 2 Z hyiz Oà
Waaruit blijkt dat de determinantiecoësiciënt gelijk is aan de correlatiecoëficiënt in het
kwadraat
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Ui|erkingen metingen waterbuis:
Meting Set 1
We openen de slangklem en geven op de buis met stift telkens de waterhoore na 1 minuut
aan. Na 10 metingen wordt met een rolmaat de afstand van elk streepje tot de onderkant
van de buis opgemeten.
Tijdens het weglopen van het water is duidelijk te zien dat in het begin van de meting het
water er bij het uiteinde met een grotere boog uitstroomt dan aan het einde van de meting.
ttsec) htcm) âh/lt
0 180,8
60 170 -0,18
120 159,8 -0,17
180 150 -0,16333
240 141 -0,15
300 132,5 -0,14167
360 124,5 -0,13333
420 116,6 -0,13167
480 109 -0,12667
540 102 -0,11667
600 95,5 -0,10833
0
Q 50 100 150 200
-0,05
-0,1
*
-0,15
Ah/lt
Ah A.t = -0 00l1h
-0,2
R2 = 0,9591
-0,25
h
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Meting set 2
We nemen een bepaalde hoogte. Openen de slangklem. We voegen gelijkmatig 50 ml water
toe zodat het niveau constant blijft. We meten de tijd totdat de 50 ml water op is.
-50
Bedenk: AI/- = -,1 . âh dlls tïh = a = - 1 1, 24
er . 1, l 9
hlcm) âV(cm3) âtlsec) âhlcm) âb/ât
180,8 -50 54,72 -11,24466 -0,20549
132 -50 76,78 -11,24466 -0,14645
95,5 -50 100,66 -11,24466 -0,11171
0 h
' 50 100 150 200
-0,05
-0,1
-0,15
' Ah At = -0 0011h
-0,2
R2 = 0 995 *
sh/lt
- (), ;! ë;
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Meting set 3
We openen de slangklem en Iaten telkens een maatbeker tot 50 ml vollopen. Met de
stopwatch meten we telkens de tijd die het duurt om 50 ml te Iaten weglopen.
De be|inhoo|e van het water is 180,8 cm.
AV At hh h Ah/At
180,8
ï
-50 57 -11,24 169,56 -0,19719
-50 61 -11,24 158432 -0,18426
-50
-50
-50
-50
65,3 -11,24 147,08 -0,17213
68,9 -11,24 135,84 -0,16313
75,1 -11,24 124,6 -0,14967
81 -11,24 113,36 -0,13877
-50 88 -11,24 102,12 -0,12773
-50 98 -11,24 90,88 -0,11469
-50 109 -11,24 79,64 -0,10312
-50 125 -11,24 68,4 -0,08992
0 h
50 100 150 200
-0,05
*
-0,1
-0,15
-0,2
y = -0,0012x
sh/At
R2 = 0,9758
-0,25
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Bij alle drie de metingen komt nagenoeg dezelfde DV uit:
dh '
= -0,0011 . à of anders geschrevoï h'çù = -0,0011 . à(t)
dt
Dit is een eerste orde (=eerste afgeleide) Iineaire (van de vorm y=ax + b)
dh
di|erentiaalvergelijking. (=een formule waarin het verband tussen - en h wordt
beschreven).
A I s n u d e v ra a g i s :
Hoeveel water (mI/s) moet je toevoegen om de waterhoore halverwege de buis constant te
houden ?
Antwoord:
Halverwege de buis is op 100 cm hoore. (h=100)
Volumedebietin=volumedebietuit
Wïn. Tuit
A|
(Puit = - Abuis
Jtr
dh
Als Lt -..: 0 dan rpztér = . Abuis
dt
puiz = -0,0011 - h . Abuis
0 0011 . 100 . zr . 1,192 al -0,49 ml/
(puit = - , s
-0 4.9ml/
(Pin = Tuit = , s
4 juli 2011
Pag 35



GW-34136-23 september 2011

Scan nummer 1 van 1 - Scanpagina 125 van 193

Docentenhandleiding
Introductieles Diserentiaalvergelijkingen
Suggestie om hier uitgebreider stil te staan bij het oplossen van een DV.
Het oplossen van een DV Ievert geen getal of getallen op zoals bij
2.| + 3 = 11 of .1.2 + 5.| + 6 = 0 , maar een nieuwe formule die het verband geeft
tussen h en t of anders geschreven tussen hçtjen t'
We gaan even terug naar de meting van set 1. We kunnen met de gegevens uit de tabel ook
de h-t grafiek tekenen.
ttsec) htcm) âh/|t
0 180,8
60 170 -0,18
120 159,8 -0,17
180 150 -0,16333
240 141 -0,15
300 132,5 -0,14167
360 12$5 -0,13333
420 116,6 -0,13167
480 109 -%12667
j40 102 -0,11667
600 95,5 -0,10833
h
0
' 50 100 150 200
' .() |5
-0,1
*
-0,15
Ah/At = -0 0011h
-0,2
R2 = 0,9591
ih/At
-0.25
200
180
160
140
120
100
h = 181 55e'0'001t
80
R2 = 0,9997
60
40
20
0
0 200 400 600 800
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ZE = -0,0011 . h
De formule die bij de h-t grafiek hoort is dus de oplossing van de DV
dz
In dit geval h = 181,55 . c-0,001r
Introductieles Diserentiaalvergelijkingen
Als we nu de grafiek van de DV
rechte Iijn door de oorsprong.
1- waterbuis 1
! l
i dh/dt=-0,001 lh
|-- |*
-û-05
) l
j -0.1
|. |*-
-c.1s l
i e I i
i g
; - .û.2 i
ç z '..- i
1 . h
; -o.2s 1 t
l t
-0.3
: .
I '
l
I -| - | | '
!
' j
-0.4 I
l p 20 40 60 80 1c0 120 140 160 180 200 1
I h (c|| 1
ât = -0,0011 . h tekenen dan ontstaat er natuurlijk een
dt
| 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
|| 0 -0,22 -0,44 -0,66 -0,88 -1,1 -1,32 -1,54 -1,76 -2
|t
Stel dat we nu alleen maar de DV hebben en als beginpunt (0,180). Is hiermee dan de h-t
grafiek terug te vinden.
Probleem is dat we qua tijd alleen weten dat op tijdstip t=o de hoogte h=l80. Meerdere
gegevens over de tijd t hebben we niet. We kunnen dus niet zomaar een t-h-tabel maken en
daarbij de grafiek tekenen.
We moeten ons eerst goed realiseren wat het punt (180, -2) in bovenstaande grafiek
betekent. Als het water op een hoogte van 180 cm staat neemt die hoogte op dat moment
2 'îX.I af. Staat het water even Iater op een hoogte van 160 cm dan neemt die hoogte
met
cn'l cm
niet 2 - maar 1,76 af . Dus naarmate de hoogte afneemt neemt de snelheid waarmee
S :;
die hoogte afneemt ook af en uiteindelijk als de boogte 0 is dan neemt de hoogte niet meer
af. De grafiek van h als functie van t zal dus geen const|nt dalende rechte Iijn zijn, maar een
afnemend dalende Iijn.
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Terug naar het punt (180, -2) . Dit betekent voor de h-t-grafiek, dat bij een hoogte van 180
de rc van de raaklijn -2 moet zijn. In de volgende applet stelt de x-as de tijd t (s) voor en de
y-as de hoogte van het water hlcm). We weten dat op een hoogte van 160 cm de rc van de
raaklijn - 1,76 is, echter we weten niet welk tijdstip hier bijhoort Dit Iossen we op door op
een hoogte van 160 cm meerdere Iijntjes te tekenen ullemual met rc - 1,76. In dit voorbeeld
zéjn er 20 Iljntjes allen met rc -1,76 van Iinks nuar rechts getekend.
Op dezelfde munier op een hoogte van 140 cm 20 Iijntjes met rc - 1,54.
Op dezelfde munier op een hoogte van 120 cm 20 Iijntjes met rc -1,32.
Etc.
Open de volgende applet.
http://www.math.rutgers.edu/-sontag/loDE/lodeApplet.html
In de applet dienen de volgende instellingen worden ingevuld:
Eqn #1: dy/dx = -0.0011 +
M in. x
M in. y
Num of segs: x 2
Klik op ubmit Al
Zo ontstaat een zogenaamd richtingsveld (het Iijkt een beetje op een magnetisch veld dat je
misschien al eens bij natuurkunde hebt gehad.)
Nu hebben we nog steeds geen grafiek. Maar, we weten dat het water in het begin (op
tijdstip t=0) op een hoogte van 180 cm (h=180) staat. Dit noemen we de beginconditie. Dit
Ievert ons één punt van de grafiek op, namelijk (0, 180), en dit ene punt samen met het
richtingsveld levert ons de h-t-grafiek op.
In de applet dient de volgende instelling worden ingevuld:
Max. x 2000
Max. y 20
y 2
Add. Init. Cond.: x j
Kl ik op ubmi
v|
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.x=0 Slope Field applet. z=2()00
700 kk>%kA>A>A>ANNA>> |22
V) 1
t0'Nk>kA>k>>>>>>A>>k>>
Xk>>>>AA>NA>AkA>kN>
XAAXAYNXAXAXAYAYNA ê
!r*AA>Y>%>X>=>A%%>YAA 1
NXNXAXAAAXNNNNAXANN 1
XXXXXXXXXXXXXXXNXXX
XNNNNNNNNNNNNNNNNNNN !
NNNNNNNNNNNNNNNNNNN
I
NNNNNNNNNNNNNNNNNNN
1
NNNNNNNNN NNNNNNNNN j
|NNNNNNNNNNNNNNNNNN 1
NNNNNNNNNNNNN NNNNN j
NNNNNNNNNNNNNNN NNN t
NNNNNNNNN---NNN (
.0 ro t
1? 1
œ=0 x=2000
eqn :1: %1| = -0.001 1*y
Introductieles Diserentiaalvergelijkingen
En we krijgen in rood de h-t-grafiek. Je ziet dat hij in (0,180) begint en daarna zo goed
mogelijk in gelijke richting met de Iijntjes moet Iopen zodat de rc van de raaklijn in elk punt
klopt met je gegevens van de tabel, dus met de DV. Er ontstaat inderdaad een afnemend
dalende Iijn.
Als we de buis met water hadden gevuld tot een hoogte van 300 cm dan hadden we een
andere beginconditie gehad en dus ook een andere grafiek.
In de applet dient de volgende instelling worden ingevuld:
Add. lnit. Cond.: x 1 30
KI i k o p u b m i
Als we de buis met water hadden gevuld tot een hoogte van lm dan hadden we een andere
beginconditie gehad en dus ook een andere grafiek.
In de applet dient de volgende instelling worden ingevuld:
Add. Init. Cond.:
KI i k o p Su b m i
Je ziet 3 rode Iijnen. Opvallend is dat ze alle 3 naar de x-as Iopen. In werkelijkheid is de buis
op een bepaald moment Ieeg. In ons model kruipt de grafiek steeds dichter naar de x-as toe
zonder deze te raken, m.a,w. ze hebben allen de x-as als Horizontale Asymptoot.
1
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Tot slot gaan we een poging doen om een formule te vinden die bij Je middelste grafiek
past.
Enkele conclusies uit het voorgaande:
Als we een functie met een H.A.: h = 0 zoeken, dan komen we al snel uit bij een
exponentiële functie. h = bgt .
Beginpunt (0,180) invullen in h = bgt
180 = b . ,1.70
180 = b . 1
b = 180 dus h = 180,g2
Een erg mooie exponentiële functie is f (x) = ex omdat f '@) = ex
f (.t) = ekx f 'çx) = kekx
We proberen h = l8oekt
h' = l8okekê
Introductieles Differentiaalvergelijkingen
Er moet gelden h' = -0,0011 . h
h' + 0,0011* = 0
l8oàekê + 0,0011 . l8oekê = 0
l8ockttà + 0,0011) = 0
(k + 0,0011) = 0
k = -0,0011
d'tts h = 180d-0'001 1 t
De oplossing van de DV
dh -c ()4)1 lt
= -0,0011/1 met beginconditie h.(0) = 180 is dus h = 180c '
W
Wil een exponentiële functie à = bg' een overal dalende grafiek zijn dan moet gelden
- 0 ,0 0 1 1 1 1
0 < g < 1 . Klopt het nu wel? e = 2,7 echter g = e = , = . (ltlyl < 1
e ' l
De h-t grafiek is dus:
Waterbuis
200 ' ' ' ' '
-3
h=1 e0*e*'@O1 1*1 '
180 à j'
160 l 1
i
140 ;
1 120
K
l al
| 100 p
Z zo 1
X
60
40
20
0 200 400 600 |00 IQQO 1200 1400 1600 1800 2000
Ti|-lj)
De buis is na ongeveer 500.$. = emin voor de helft Ieeg.
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dlï kt
Algemeen: - = k . h met beginconditie :.(0) = ho dan h = ho . e
dt
|e gaan nu bekijken wat het effect is als we de waarde k in de
veranderen.
Daartoe gebruiken we de volgende applet:
http://www.math,montana.edu/frankw/ccp/modeling/continuous/onevar/appletonlv.htm
dh
DV = k ' h gaan
Linksboven in het groen staat de grafiek van de DV. Dus in ons voorbeeld, de x-as (rood) is de
hoogte h en de pas (denkbeeldige ve|ikale Iijn door de rode punt) is de verandering in de
dlï
hoogte -.
dt
Eronder staat een figuur bestaande uit alleen de rode x-as met in het mîdden dezelfde rode
punt (de oorsprong) . Onder deze as staan een aantal pijltjes en erboven staat l pijltje.
Rechtsboven in het blauw staat de h-t-grafiek. De y-as (opnieuw rood) is de hoogte h (was in
de linkerfiguur de x-as) en de x-as is de tijd t. De rode punt en het pijltje Iangs de y-as is
dezelfde als in de Iinkediguur.
Rechtsonder staat een blauwe balk.
Als je bij de groene figuur Iinksboven ergens aan de rechterzijkant van de figuur klikt zie je
dat je daarmee de helling van de rechte lijn kunt wijzigen. Als je een klein stukje onder de x-
as klikt dan zou je een rechte lijn met rc = k = -0,0011 kunnen benaderen. In de blauwe
figuur rechtsboven zet je het pijltje bij het 4* Iijntje boven de x-as (/1() = 180) . Klik
rechtsonder op de blauwe balk. Je krijgt nu de h-t-grafiek.
We gaan nu de k variëren. Klik bij de groene figuur aan de rechterzijkant van die figuur
helemaal rechtsonderin (k = -1). Klik rechtsonder op de blauwe balk.
4
Klik bij de groene figuur ietsje hoger dan daarnet (k = - - ) en opnieuw op de blauwe balk.
s
3 2 1 2
Herhaal dit proces en varieer k van -- , - - , .....0, - , - , ..., 1 en kijk wat er met de h-t-
s s s s
grafiek gebeurd. Als k < 0 dan gaat de grafiek na verloop van tijd naar h=0, des te kleiner k
des te sneller dit effect optreedt. Als k > 0 dan een toenemend stijgende grafiek die geen
hor. Asymptoot heeft.
Dit wordt nog eens extra ge'l'llustreerd met de figuur linksonder, de horizontale h-as met de
pijltjes eronder. Als k < 0 dan wijzen de pijltjes naar de oorsprong. Als k > 0 dan wijzen ze
juist de andere kant op. Als je de as nu voorstelt als een rivier waar je, ongeacht de plek, een
stuk hout ingooit dan zal het voor k < 0 naar de oorsprong toe drijven en op die plaats
blijven Iiggen. We spreken dan van een stabiele toestand en h=0 is een evenwichtpunt. Voor
k > 0 zal het hout Iinks of rechts wegdrijven en niet op een bepaalde plek blijven liggen, er
is dan sprake van een instabiele toestand.
Nu is het de kunst om een systeem zodanig te regelen om het van instabiele naar een
stabiele toestand te brengen,
Voorbeeld
'tIë. = 0 15 . h is instabiel; 'ZY = 0,15 . h + b . u met b e R is regelbaar mits b :# 0. Neem
dt ' dt
bv. b . zl = -2 . h dan wordt het systeem stabiel
Een zijsprongetje:
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In 1205 wordt in een Arabisch manuscript een waterklok beschreven, die zich bevond in een
paleis in de omgeving van Bagdad. Met een systeem van draaiende schijven werden de
standen van zon, maan, planeten en sterren aangegeven. Het verstrijken der uren werd
aangegeven met openende ramen, muziek makende poppen en dergelijke. Het mechanisme
om al deze bewegingen uit te voeren was een
mengeling van elernenten uit de mechanische
traditie van die tijd en enkele nieuwe ideeën.
De aandrijving van de waterklok was een
reservoir dat door een toevoer met een
conische afsluitklep verbonden was met een
vlotterkamer waarin op deze manier het
water op een constante hoogte werd
gehouden en dus een constante waterdruk
heerste. Vanuit deze vlotterkamer stroomde
het water in een volgend reservoir waarin een
drijver (vlotter) met een touw, dat over een as
Ioopt, verbonden was met een gewicht. Zo
werd de stijging van het water omgezet in een
draaiende beweging. Dit principe werd al
beschreven door Ctesibius van Alexandrië (ca.
In de eerste hak moet |elmatig water
toegevoerd worden. Niveau wilpelend
As drijft
uurwerk
aan
Drijver met koniscbe
afsluitk|p houdt niveau
tsvee e bak corl|taflt
Niveau in de derde bak stijgt |eelnutig.
In vlotter is met een touw. dat enkele malen
om een Rs is geslagen, met een gewiçht vertmnden
250 v. Chr.) en is het oudst bekende
voorbeeld van een regeling met terugkoppeling.
Afbeelding uit een 16e eeuwse uitgave vun 'De Architecturu' vun Vitruvius waarin het
wateruurwerk van Ctesibius wordt weergegeven. Duidelijk is de drijver en het tegengewicht
te zien, en het om een as geslagen touw dat het raderwerk in beweging zet.
Introductieles Differentiaalvergelijkingen
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Afkoelen kopje koffie:
Nu kunnen we de DV die hoor't bij het afkoelen van koffie op dezelfde manier via
natuurkundige wetten benaderen als bij de waterbak, we doen het dit keer iets sneller met
de volgende applet waarbij het evenwichtspunt niet meer bij 0 ligt.
http://www.aw-bc.com/ide/idefiles/media/lavaTools/nlhcdata.html
Als je rechtsonder op de balk ''Show Coffee Data'' klikt, verschijnen er in de tekening een
aantal meetpunten. Met de verticale schuifknoppen kun je achtereenvolgens, de
begintemperatuur Tçt, de eindtemperatuur Te en de mate van snelheid van afkoeling k
instellen. Met deze schuifbalken kun je ervoor zorgen dat de gele grafiek en de datapunten
netjes met elkaar samenvallen.
Je vindt dan de waarden Te = 200OF (= 93OC), Te = 700F(= 210C) en k = -0,03
dh
In ons eerste voorbeeld - = -0,0011 - h. hebben we gezien dat het evenwichtspunt bii
dt
I..îl I s -d h = ()
h = 0 lir. Dit is te berekenen door de vergelijking = 0 op te Iossen. Immers a
tit dt
verandert de hoogte niet meer. dus - 0,0011 ' h = 0
h = 0
Bij de koffie Iigt het evenwichtspunt bij T=70, want daar verandert de temperatuur niet
meer.
dv
Dat betekent dat - = k . T niet meer klopt.
dt
dv
Dit is makkelijk op te lossen door- = k . (T - 70) te nemen.
dt
dv
Ga maar na: evenwicht bij - = 0
dt
k ' (T - 70) = 0
T - 70 = 0
T = 7 0
dv
De DV wordt in ons voorbeeld dus = -0,03 ' (T - 70)
Als we de grafiek van de DV tekenen dan ontstaat er een rechte Iijn niet door de oorsprong
maar door (0;-0,03 . -70) of rcwe! (0; 2,1)
r Afkoejen kome j
zj - . - - .
*0--70) 1
m7dt=-0.03
3
2
1
%
0
%
-1
-|
.|
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Als we deze formule invullen in de applet van het richtingsveld:
http://www.math.rutxers.edu/-sonta|/loDE/lodeApplet.html
In de applet dienen de volgende instellingen worden ingevuld:
Eqn #1: dy/dx = -0.03 + - 70
M in . x
M in . y
Num of segs: x 2
Klik op ubmit AI
Add. lnit. Cond.: x 1
Klik op ubmi
Het mooie van dit voorbeeld is dat je als beginpositie bv (0,40) kunt invoeren (het halen van
een fles melk uit de koelkast (40OF = 5OC) zal opwurmenj komt overeen met de dT/dt-T-
grafiek als 40 < T < 70 dan is d'Vdt positief. Je krijgt dan een overal afnemende st#gende
grafiek.
Max. x 30
Max. y 30
9 2
ve
Als we voor de oplossing van deze DV nu precies op dezelfde manier aan het werk gaan als
bij de waterbuis krijgen we:
Als we een functie met een H.A: T = 70 zoeken, dan komen we al snel uit bij een
exponentiële functie. T = b.gê+70
Beginpunt (0,200) invullen in T = bgt + 70
2 0 0 = b . g 0 + 70
2 0 0 = b . 1 + 70
b = 130 dus h = 130:| + 70
Een erg mooie exponentiële functie is f (.1.) = ex omdat f '(x) = er
f (x) = ekx f '(x) = kekx
Te proberen T = l3ockt + 70
T' = l3okek'
Er moet gelden T' = -0,03 . (T - 70)
T' + 0,03 ' (T - 70) = 0
l3okckê + 0,03 . (130ck: + 70 - 70) = 0
130ekr(k + 0,03) = 0
(k + 0,03) = 0
k = -0,03
dus T = 130e-0,03t + 70
De oplossing van de DV
Lï = -0,03 . (T - 70) met beginconditie /|(0) = 200
dt
is dus T = 30e-0,03t + 70
De T-t grafiek wordt dus:
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Afkoelen koffie
200
T=?0+130*e-O'03*
180
I
IGO
! t
140 |
1 |s lza ;
|. 'y ,oa l :
x. . ;
: : zo l '
r >- 4
t 60 I l
k @ t
!' ') !
40
1 '
1
20 t
I q'
/ o .
l 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
...22 'F i j d ( s ) l
..IL = k . (7- - T'e) met beginconditie 7-(0) = To dan .ï' = (7-0 - ze) . ekt + Te
Algemeen:
dt
Wuarom de de proefnl'etfeitel|k uitgevoerd hebben tijdens de Iesmiddag ?
In verband met de beperkte tijd hebben we besloten de feitelijke proef niet te Iaten
uitvoeren tijdens de Ies. Dit is helaas niet volgens onze Tall-theorie.
De experimenten hebben we zelf uitgevoerd en gefilmd. De verkregen data bieden we de
leerlingen aan. Tijdens het doen van de experimenten bleek dat het voorbereiden en
uitvoeren toch nog wel een hoop tijd kost.
Van de drie experimenten is de data van twee rechtstreeks verwerkt, data van de derde is
enigszins aangepast om een mooie grafiek te verkrijgen.
We hopen dat het filmpje in elk geval aangeeft dat de proeven werkelijk zijn uitgevoerd op
de manier zoals verteld, De data zijn echt. Er is geen sprake van gedachten- experimenten
met gefingeerde data.
Op die manier hebben we geprobeerd om de theorie van David Tall nog enigszins tegemoet
te komen.,
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Opdracht 2 Verontreinigd meer I en 11.
Blok Verontreinigd meer I en 11.
Inleiding
Dit is een standaardopgave zoals die regelmatig in de Iiteratuur terug komt.
Conceptualiseren
Dit is een probleem dat makkelijk voorstelbaar is (TaII) en waarbij uit de vraag blijkt hoe het
opgelost moet worden.
De vraag is zo open mogelijk gehouden om Ieerlingen zelf te Iaten nadenken over welke
aspecten relevant zouden kunnen zijn voor het beantwoorden van de vraag.
Als de relevante grootheden en variabelen bepaald zijn geven we de waarden.
Mathematiseren:
Indien de Ieerlingen er zelf niet uit komen kunnen twee numerieke voorbeelden gegeven
worden gevolgd door een veralgemenisering (op dia in presentatie).
Analyseren :
Leerlingen kunnen de DV algebra'l'sch of numeriek oplossen,
Algebra'l'sch met behulp met behulp van een exponentiële vergelijking: 1/' = Lqt.
tïv
Daar- = -0,00027 zal elke At 0,02% van de verontreiniging het meer verlaten, de
de
groeifactor is dus 0,9998. Dit Ieidt tot:
7 = Fa + 0,9998:
Algebra'l'sch door middel van separatie van variabelen. (zal niet bekend zijn)
de
= -0,00021|
dt
1
(87 = -0,0002dt
7
lnl/l = -0,0002r + C
I 1/' I = e-0'0002r+c
I 1/' I = e-0'0002reC
In I = cc-0'0002r
4 juli 2011
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Aangezien de verontreiniging niet negatief kan worden
-0,0002r
7 = ce
1/. = 1/ e-0'0002r
Met c = Vo.
naar e-0,0002t = (|-0,0002)r = () 9998: zjjn beide formules gelijk.
Numeriek met behulp van een spreadsheet, als Iaptops aanwezig zijn kunnen Ieerlingen het
zelf, anders demonstreren met behulp van projector.
A B C D E F G
1 At t v AV
2 1 0 100 =-0,0001*C2*A2
3 =A2 =B2+A3 =C2+D2 =-0,0001*C3*A3
Regel 3 kan naar believen worden gekopieerd.
De gekleurde cellen moeten gevuld worden gevuld met sta|waarden.
Invloed stapgrooîe aangeven.
stapgrootte lt (uren)
a a nta I t
stappen tot
oplossing
half jaar
maand
week
dag
Als een stapgroo|e van een jaar (4760 uur) wordt gebruikt oscilleert de grafiek. Deze
stapgrootte is dus te groot.
4380
720
168
24
(365*24)/2 3
(30*24) 35
(7*24) 156
1102
1,5 jaar
2 jaar en 11 maanden
3 jaar
3 jaar en 7 dagen
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Verontreinigd meer 2
Een iets gecompliceerdere opgave Het verloop van de hoeveelheid verontreiniging in het
tweede meer is afhankelijk van het verloop van de verontreiniging in het eerste meer.
Voor het eerste meer is het verloop bekend. Deze DV kan hergebruikt worden.
De instroom van meer 2 is de uitstroom van meer 1, deze is bekend (exel), een
tekenverandering volstaat. (bij meer 1 stroomt het uit (-) bij meer 2 stroomt het erin (+).
De uitstroom van meer 2 volgt uit een herhaling van zetten van opgave 1.
A B C D E F G
1 At t V1 AVI V2 AV2
2 1 0 100 =-0,000l*C2*A2 0 =-D2-0,0001*F2*A2
3 =A2 =B2+A3 =C2+D2 =-0,0001*C3*A3 =F2+G2 =-D3-0,0001*F3*A3
Regel 3 kan naar believen worden gecopieerd.
4 ju l i 2011
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De oorspronkelijke gedachte was om hier uit te gaan van een zoutoplossing. Om het wat
aanschouwelijker te maken hebben we een ve|aalslag gemaakt naar verontreiniging van
een meer. De opdrachten die hierna vermeld staan als zoutoplossing 1 t/m 3 kunnen
daardoor prima dienst doen als extra huiswerkopgaven.
lntroductieles Diserentiaalvergelijkingen
Zoutoplossing I
Hiernaast staat een bak gevuld met 100 liter water.
Op tijdstip t=0 stroomt bovenin een zoutoplossing met een
concentratie van 2 jl met een snelheid van 5 r l 1 in de
l J Lmfn
bak,
Op hetzelfde moment draait men aan de onderkant de
kraan open zodat er 5 ( l 1 zoutoplossing wegstroomt en
mi|z
er constant 100 Iiter zoutoplossing aanwezig is. De
zoutoplossing wordt de gehele tijd goed gemengd.
Gebruik voor de hoeveelheid zout in de bak de variabele z
(g1.
Opdracht:
Wat is zo
Wat is z
schets de z-t-grafiek
Bereken debietin rpzyz,j
Bereken debietuit gsrjfiy,j
Stel de DV op
Los deze op.
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U itwe rki n g:
zo = 0 g
Concentratie in de bak w'tlrtït uiteindelijk 2 jj dus ze = 2 . 100 = 200:
!
debietin - z g|j j . s gryj,pj - l.o gsljuj
debietuit = IJ(j jj . 5 grrj,,l = 0,05z (srz,j Bedenk dat de concentratie zout in de bak
telkens verandert. De concentratie is telkens de hoeveelheid zout z gedeeld door het volume
en dat blijft constant op 100.
dz g g g
gmfuj = debietin gszjul - debietuit gyujyjj
dt
dz r g j r g j a ac r g
|zrùnl = 10 Lrnknl - k''k'oz Lmïnl
dt
dz
= 10 - 0,05z
dt
.|1!. = -0.0s(-20o + z)
rfl
.'L. = -0.Os(z - 200)
dt
Volgens voorbeeld koffie z = (zo - ze) - ekt + ze
Dus: z = -200c-0'04ê + 200
4 juli 2011
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Zoutoplossing 11
Dezelfde situatie als bij 1, maar nu is er op tijdstip t=0 al 400g zout in de 100 Iiter water
opgelost.
Uitwerking:
zo = 400 g
Concentratie in de bak wordt uiteindelil'k Z jj dus ze = 2 . 100 = 200:
l
pj . s j l j - 1() g e j
debietin = 2 gy p.jjyy mju
debietuit = |IIZO j 1 . 5 gygaj = 0,05z gwvjul Bedenk dat de concentratie zout in de bak
telkens verandert. De concentratie is telkens de hoeveelheid zout z gedeeld door het volume
en dat blijft constant op 100,
dz g g g
gmty,j = debietin grjuytj - debietuig guuu.j
dt
dz g g g
ëmdnl - l.il Emdr,l -.o-osz|m|nl
dt
dz
= 10 - 0,05z
dt
...1!. = -0.05(-200 + z)
jr
' = -0.05(z - 200)
W
Volgens voorbeeld koffie z = (zn - ze) - ekt + ze
Dus: z = (400 - 200)e-0'04r + zO0
Dus de DV is hier hetzelfde, alleen de beginconditie is anders.
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zoutoplossing 111
Dezelfde situatie als bij 11, echter de kraan beneden wordt een beetje verder dichtgedraaid
zodat er 3 j l 1 zoutoplossinR uitstroomt i.o.v. 5 r l j .we gaan ervan uit dat er in de
minl ' '- ' Lmfn
bak maximaal 500 Iiter kan.
Opdrachten:
opdracht:
Na hoeveel minuten is de bak vol.
Bereken debietin j..!,,1
Bereken debietuit (..1,,1
stel de De op
Uitwerking:
Er komt telkens 5-3=2 Iiter per min. bij.
400:2=200 min.
é.j . s g l j - 1.0 k .ç j
debietin = 2 g j myu mju
debietuiv = ,,oz+z, g.î.ë 1 . a g,tz,j = ,cJ+zz, jcuj Bedenk dat het volume van de
zoutoplossing niet V= 100 blijft maar V=100+2t wordt. De concentratie is telkens de
7
hoeveelheid zout z gedeeld door het volume dus C = .
1 00 + 2 t
dz g g 3z p
lmfnl - 10 (rrtinl - lt,o + er Ernïp.l
dr
dz 3z dz
- = 10 - je ziet dat - nu niet meer alleen afhankelijk is van z maar ook van t.
dt 100+zt dt
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Evaluatie van de te Introductieles
Inleiding
De introductieles di|erentiaalvergelijkingen werd 25 mei 2011 gehouden op het Canisius te
Almelo voor een 5V wiskunde D cluster bestaande uit 5 jongens en 2 meisjes. lén van de
Ieerlingen (meisje) had geen natuurkunde in haar profiel.
In deze Iesevaluatie geven we weer wat wij van de Ies geleerd hebben op het vlak van
didactiek, hoe ervoeren we de Ies,wat zouden we een volgende keer anders doen, en op het
vlak van wiskunde.
Het presentatie medium
De opdracht voor dit project was het ontwerpen van een Ies over di|erentiaalvergelijkingen
die na overdracht aan de leerstoel direct bruikbaar is.
Om die reden is gekozen voor Microsoft Powerpoint als presentatie mediunn.
De powerpoint presentatie bevat een reeks dia's die tijdens de presentatie op een digibord
geprojecteerd worden. De verhalen bij de dia's staan op de corresponderende
notitiepagina's.
De zo verkregen structuur maakt de Ies direct bruikbaar en het beheer ervan is beperkt één
document.
De powerpoint dicteert, door volgorde van de dia's, de instructie, de les ligt helemaal vast.
Daarmee heef't de docent weinig of geen ruimte om in te speten op wat er in de klas
gebeurd. Bovendien neigt de docent ertoe in de lijn van de presentatie te denken waardoor
eigen creativiteit en inbreng worden beperkt wat weer als gevolg heeft dat de docent te snel
door het verhaal te gaat
Als je als docent instructie geeft vanuit een eigen 'instructieproces' is er veel rneer ruimte
om invulling te geven aan de instructie, dat wil zeggen in te spelen op de ontvanger. Te
denken valt aan het geven van rustmomenten, het geven van samenvattingen en het stellen
van vragen om te voorkomen dat leerlingen afhaken.
Het publiek neigt, bij een powerpoint presentatie, meer tot consumeren dan bij een meer
open verhaal. Het verhaal komt immers gestructureerd binnen en vraagt minder inspanning
om te verwerken, zeker in het begin, waardoor Iater, als activiteit gewenst, is de boot wordt
gemist. Het publiek maakt geen aantekeningen, het is passiever, dat zie je al aan de houding,
men gaat achterover zitten.
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Als een docent een opgave op het bord doet is hij gedwongen om de tussenstappen te
maken die bij voor het oplossen noodzakelijk zijn, hij moet de opgave immers zelf ook
oplossen. Zo is bij elke stap discussie met het publiek mogelijk, ''snappen jullie dit ?'
Introductieles Diserentiaalvergelijkingen
Bij een powerpoint doet de docent niet mee aan het oplosproces. Een van te voren
gemaakte uitwerking wordt gepresenteerd. Het resultaat hiervan is een minder goed
voorbereide docent, de sorn hoeft niet door de docent opgelost te worden, de uitwerking
staat immers al op dia men vaart meer op de automatische piloot.
#
Conclusie / Discussie
Gezien de opdracht het ontwerpen van een Ies die bij wijze van spreken zo vanaf het schap
F
gepresenteerd kan worden, is powerpoint ideaal als presentatie medium.
De nadelen blijven.
De onde|erpen
Introdu|ie
Door middel van de voorbeelden 'flat op shake table' en fight simulator wilden we de
voordelen aangeven van het doorrekenen (modelleren) versus het uitproberen (testen).
We zijn tevreden met de onde-erpen, de voordelen van wiskundig modelleren mogen
meer benadrukt worden.
Het weer
Het weer is een mooi onderwerp om aan te geven dat
DV een brede toepassing vinden in ons dagelijks leven.
'voorspellen' gepaard gaat met een kans op fouten en dat die kans bij verder vooruitkijken
#
groter wordt.
DV een verandering beschrijven.
Het beschrijven van een verandering met behulp van een DV (diferentie quotiënt) is niet
voldoende overgekomen. Dit verdient een grotere rol in het verhaal.
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Modelleren
De modelleercyclus is een middel om tot een DV te komen. Het is een gestructureerde
werkwijze om een (ingewikkelde) vraag te beantwoorden.
De Segway is als illustratie van het modelleerproces gekozen omdat het de bedoeling was
om de segway ook daadwerkelijk te demonstreren en Ieerlingen een stukje erop te laten
rijden.
Dit bleek uiteindelijk niet haalbaar waardoor de segway een Ios item in het verhaal werd
zonder toegevoegde waarde.
Het model van de geinve|eerde slinger (schematische voorstelling van de segway) is een
tweede orde DV. Dit maakt het modelleer proces onnodig moeilijk, en biedt geen basis voor
de opdrachten die later tijdens de les moeten worden uitgevoerd.
Tijdens het modelleewoorbeeld zijn we niet ingegaan op niet relevante variabelen.
Een gevaar van het bespreken van niet relevante aspecten is dat de aandacht van de
hoofdvraag wordt afgeleid.
Door het bespreken van alle genoemde variabelen, ook de niet relevante, worden leerlingen
echter gedwongen om na te denken over de situatie.
Dv's oplossen
Voor het oplossen van Dvn is in deze presentatie gekozen voor de grafisch numerieke
methode omdat die altijd werkt. Algebra'l'sche methoden Ieidden niet altijd naar een
oplossing.
We hadden een voorbeeld van een exotische algebra'l'sch niet oplosbare DV kunnen
gebruiken om aan te tonen dat de grafische methode wel altijd werkt.
Maar de oplossing van y'= 2y is voor Ieerlingen even onoplosbaar dus op dit nivo maakt dat
niets uit.
Overigens hadden we als mogelijke oplossing van y'= 2y gebruik kunnen maken van de
formule voor exponentiële groei: P' = P'opr met 1% is de beginwaarde en g de groeifactor.
Dçze formule zou bij 5V Ieerlingen bekend moeten zijn,
Bij praktische opdracht 2 zou de grafisch numerieke methode toegepast moeten worden,
maar deze opdracht is helaas wegens tijdgebrek niet uitgevoerd.
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Opdracht: waterbuis
De opdracht van de waterbuis was te moeilijk. Leerlingen worstelden met de meetdata. Het
ontbrak aan oplossingsstrategie, terwijl we juist dat met onze presentatie met name de
#'
modelleercyclus, beoogden.
Essentie van ons verhaal, Ah/|t , is niet overgekomen, dwz niet door Ieerlingen gebruikt bij
het oplossen van de opdracht.
Wij veronderstelden meer voorkennis.
Dit leidde hier en daar tot haperingen in het verhaal.
Opdracht: verontreinigd meer I en 11
Deze opdracht is door tijdgebrek niet gedaan.
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Conclusie / Discussie
Gezien de moeite die de leerlingen hadden met de praktische opdracht is het aan te bevelen
om in het theorieverhaal die opdracht in te Ieiden zodat leerlingen meer gericht naar een
oplossing (DV) toe kunnen werken.
Een mogelijkheid is om in plaats van de segway als illustratie van de modelleercyclus een
voorbeeld te nemen met een vergelijkbare oplosstrategie als de praktische opdracht
waardoor die strategie dan niet helemaal zelf uitgevonden hoeft te worden,
Het verontreinigde meer kan bijvoorbeeld fungeren als voorbeeld want:
het is een voorstelbaar probleem (TaII).
het Ieidt tot een eerste orde DV.
het gaat nadrukkelijker om het beschrijven van verandering als functie van de tijd (AV/At).
eenvoudige getalienvoorbeelden zijn mogelijk waardoor makkelijker naar een algemene
vergelijking kan worden gewerkt.
Het beantwoorden van de bijbehorende vraag kan aan het einde van het blok DV. De
benodigde theorie wordt in dat blok behandeld, dit blok kan uitgebreid worden met een
voorbeeld van hoe je een DV daadwerkelijk op kunt lossen, in dit geval kan dat op twee
manieren:
grafisch numeriek, zoals behandeld in dit blok, met behulp van excel of een andere
spreadsheet kan een grafiek gemaakt worden van de bijbehorende functie, of
door middel van een exponentiële vergelijking, 5V Ieerlingen hebben de de formule voor
exponentiële groei (7(!) = P'a . Groeif aclorê) gehad.
Het twee keer gebruiken van dezelfde opdracht, biedt meer herkenning bij het publiek.
Wij verwachten dan bij de opdracht van de waterbuis meer focus voor het opstellen van een
DV en minder geworstel met de aangeboden meetdata.
De Ieerlingen kregen op de lesmiddag behoorlijk wat informatie te verwerken.
Het is aan te bevelen om de Ieerlingen die zo'n middag bijwonen vooraf een introductie te
geven door hun eigen docent die een basis kan leggen voor de begrippen waardoor op de
middag zelf meer aandacht kan uitgaan naar de aspecten die op de UT van belang zijn.
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Pag 57



GW-34136-23 september 2011

Scan nummer 1 van 1 - Scanpagina 147 van 193

Docentenhandleiding
lntroductieles Differentiaalvergelijkingen
Tijd
Het theorieverhaal heeft in onze Ies ongeveer 60 minuten geduurd.
De opdracht heeft ruim 90 minuten geduurd.
Conclusie / Discussie
Door twee keer 50 minuten te reserveren voor de theorie is er voldoende tijd voor de
behandelde stof en de aangegeven aanvullende voorbeelden .
De praktische opdracht zou iets sneller kunnen als de voorbereiding esectiever is, maar
door verslaglegging te vragen is twee lesuren heel reëel. De verslaglegging noopt Ieerlingen
tot bezinning over het wat, hoe en waarom van wat ze hebben gedaan waardoor de DV
puzzelstukjes wellicht beter op hun plaats vallen. Bovendien is nabespreking aan de hand
van verslagen veel e|iciënter.
Hier is tijdens onze Iesmiddag te weinig aandacht voor geweest, met name vanwege het late
tijdstip.
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Docentenhandleiding
Introductieles Diserentiaalvergelijkingen
Didactische werkvormen
Het theorie stuk is eenrichtingsverkeer. Dit is geen bewuste keuze geweest maar een gevolg
van de keuze voor powerpoint.
Het eenrichtingsverkeer en het gebruik van powerpoint Ieidt tot passief consumeren, dit is
niet wenselijk, bovendien is het Iuisteren naar een Iang verhaal niet efficiënt.
Clonclusie / Discussie
In het eerste stuk theorieverhaal hadden wat korte opdrachtjes moeten zitten om de
leerlingen te activeren.
Bijvoorbeeld bij de instrudie over het grafisch numeriek oplossen van een DV:
het eerste punt voordoen, het tweede en derde punt laten doen.
en nu voor y'= y.
de meren opdracht biedt, naast de illustratie van de modelleercyclus, voldoende ruimte voor
zelf doen,
Dit kost niet veel tijd en zorgt voor een beter beklijven van de lesstof.
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Docentenhandleiding
Introductieles Differentiaalvergelijkingen
Wiskunde
Alles dat we hebben geleerd op wiskundig vlak bij het uitwerken van de opdracht en het
maken van de presentatie is verwerkt in de presentatie zelf en in de docentenhandleiding.
In die zin heeft de Ies voor het leren op wiskundig vlak weinig bijgedragen.
Een wiskunde gerelateerd (maar ook didactisch) punt is dat de leerlingen bij het doen van
een praktische opdracht grote moeite hebben om een strategie te bepalen een richting uit
te zetten die naar een oplossing leidt.
Leerlingen Iezen de opdracht, krijgen de data en gaan dan onmiddellijk met de data aan het
werk, er wordt gerekend, ieder met z'n eigen dataset. Maar dit rekenen gaat zonder
strategie en Ieidt dus ook niet naar een oplossing.
Wij hebben relatief veel moeite gedaan om richting te geven, dit Ieidde ook tot 3
oplossingen, maar bij een volgende opdracht zal dezelfde stuurloosheid zich waarschijnlijk
weer voordoen.
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Leerlingen handleiding
Wiskundig Voorspellen
Programma
Het Weer
. Wiskundige modellen
Diserentiaalvergelijkingen
Pauze
* Opdrachten
* Afsluiting
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Leerlingen handleiding
Wiskundig Voorspellen
Een Di|erentiaalvergelijking
Is een wiskundige vergelijking
die beschrijft
hoe iets veranderd.
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Leerlingen handleiding
Wiskundig Voorspellen
wiskundige modellen
De modelleer cyclus:
Conceptualiseren
Mathematiseren
3. Analyseren
4. Interpreteren & valideren
1 . Conceptualiseren
Je kijkt naar de werkelijkheid en stelt jezelf een vraag die je wilt
oplossen: de probleemstelling.
Je bedenkt welke variabelen een rol spelen.
Je vereenvoudir de werkelijkheid door aannames te doen
en ontwerpt een wiskundig model dat zo goed mogelijk bij de
situatie of je probleemstelling past.
Je Iegt een relatie tussen de grootheden en variabelen.
2. Muthematiseren
3, Oplossen of anulyseren De wiskundige stap: een wiskundig antwoord op het wiskundig
model.
Je zoekt het antwoord op je vraag door in je model wiskundige
berekeningen toe te passen.
4. /nterpreteren & Valideren. Interpreteren is het beschrijven van de gevonden oplossing in
de terminologie van de context. Je moet als het ware je nog
wiskundige antwoord 'terug vertalen' naar de werkelijkheid.
Valideren is het kritisch tegen het Iicht houden van de gevonden
oplossing.
Je kijkt of je antwoord wel past bij de werkelijkheid.
Als dat kan ontwerpje ook een test. Daarmee onderzoek je of je
model goed genoeg was of moet worden bijgesteld
4 juli 201 1
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Leerlingen handleiding
Wiskundig Voorspellen
Opdracht: waterbuis
Gegeven: Een verticale waterbuis verbonden met een
horizontale uitstroombuis.
Er stroomt vooddurend water uit.
Als het water nivo halverwege de buis staat
willen we door water toe te voegen de waterhoogte
constant houden.
Gevraagd: Hoeveel water (mI/s) moet je toevoegen om de water
hoogte halverwege de buis constant té houden?
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Leerlingen handleiding
Wiskundig Voorspellen
Conceptualiseren
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Leerlingen handleiding
Wiskundig Voorspellen
Meetdata
Set 1:
t
0
60
120
180
240
300
360
420
480
540
600
h
180,8
170
159/8
150
141
132,5
124,5
116,6
109
102
95,5
Set 2:
SV
-50
-50
-50
st
54,72
76,78
100,66
180,8
132
95,5
Set 3:
AV
At
starthoogte 180,8
-50
-50
-50
-50
-50
-50
-50
-50
-50
-50
57
6 1
65,3
68,9
75,1
8 l
88
98
109
125
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Leerlingen handleiding
Wiskundig Voorspellen
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Leerlingen handleiding
Wiskundig Voorspellen
2. Mathematiseren
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Leerlingen handleiding
Wiskundig Voorspellen
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Leerlingen handleiding
Wiskundig Voorspellen
3. Analyseren
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Leerlingen handleiding
Wiskundig Voorspellen
opdracht: verontreinigd meer 1
Er was eens een meer .......
Het meer wordt gevoed met schoon water door een
rivier, een andere rivier voert water uit het meer af.
Aan de rand van het meer staat een fabriek
Tijdens een bedrijfsongeluk in de fabriek zijn er
gevaarlijke stoffen geloosd waardoor het meer is
verontreinigd.
De directie geeftjou de opdracht uit te zoeken hoe Iang
het duurt voor het meer weer schoon is.
4 juli 2011
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Leerlingen handleiding
Wiskundig Voorspellen
1. Conceptualiseren
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Leerlingen handleiding
Wiskundig Voorspellen
2. Mathematiseren
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Leerlingen handleiding
Wiskundig Voorspellen
3. Analyseren
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Leerlingen handleiding
Wiskundig Voorspellen
opdracht: verontreinigd meer 2
* Uitbreiding van de vorige opgave.
* De rivier die het verontreinigde water van het meer
afvoert komt uit in een tweede meer.
* De directie wil graag weten hoe de verontreiniging in
dat tweede meer zich gaat ontwikkelen. (in verband
met drinkwateq vissterfte etc).
* Aan jou de eer om dat inzichtelijk te maken.
4 juli 201 1
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Leerlingen handleiding
Wiskundig Voorspellen
Conceptualiseren
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Leerlingen handleiding
Wiskundig Voorspellen
2. Mathematiseren
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Leerlingen handleiding
Wiskundig Voorspellen
Analyseren
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Onderzoek in Onderwijs
Het Effect van een Introductieles
Di|erentiaalvergelijkingen
lnhoudsopgave
Inleiding
Theoretisch Kader
Onderzoeksmethode
Deelnemers.
Onderzoeksinstrument
Materiaal
Dataverzameling , verwerking en analyse
Resultaten en conclusies
Discussie
Literatuur
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Transcriptie leerling R.
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Onderzoek in Onderwijs
Het E|ect van een Introductieles
Di|erentiaalvergelijkingen
I n l e i d i ng
In het kader van onze opleiding tot le graads docent wiskunde aan de universiteit Twente
(Toppers van 2 naar 1) hebben wij een gecombineerd onderzoek gedaan voor het onderzoek
in de wiskunde (OiW) en onderzoek in onderwijs (OiO).
Voor het OiW hebben we een Ies samengejteld die door de Ieerstoel MSCT gebruikt kan
worden als promotie / voorlichtingsles voor middelbare scholieren met als onderwerp
differentiaalvergelijkingen. Het OiW bestaat uit ''de Ies?'; een draaiboek, een
docentenhandleiding en een dictaat voor studenten.
Voor het OiO hebben we onderzocht of Ieerlingen na het volgen van deze Ies in staat zijn om
zelf een differentiaalvergelijking op te stellen. Het OiO bevat een theoretisch kader over het
onderwijs van di|erentiaalvergelijkingen en het onderzoek naar het effect van de les.
Het concept differentiaalvergelijkingen (DVn) is in het technisch hoger onderwijs een
belangrijk onderwerp dat door studenten als moeilijk wordt ervaren (Hulshof 2007).
# .
In de zesde klas van het vwo komen bij het keuzevak wiskunde D' de grondbeginselen van dit
concept aan de orde. Aan één onderdeel van dit concept, het opstellen van een DV wordt in
de meeste Iesmethoées weinig aandacht besteed. Het concept Dvn kan echter niet goed
worden begrepen als het opstellen daarvan niet aan de orde is geweest (Chaachoua &
Saglam, 2006).
Vandaar dat de Ies (OiW) is gericht op het opstellen van een DV. Van wezenlijk belang hierbij
is begrip van het concept afgeleide (Zwa|eveen 2009).
Tijdens de Ies wordt het concept afgeleide als maat voor verandering uitgelicht en krijgen de
leerlingen een opdracht. Om deze opdracht op te kunnen lossen moeten de Ieerlingen een
wiskundig model maken, in dit geval een DV.
Na de les onderzoeken we met behulp van hardop-denk-sessies het effect van de Ies op het
begrip van DVn. Dit onderzoek is een case - study omdat het twee Ieerlingen betreft.
De onderzoeksvraag Iuidt:
Kunnen Ieerlingen na het doorlopen van een modelleercyclus die Ieidt tot een
differentiaalvergelijking zelf een diserentiaalvergelijking opstellen?
4 juli 2011
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Onderzoek in Onderwijs
Het Effect van een lntroductieles
Di|erentiaalvergelijkingen
Theoretisch Kader
Als het om het begrijpen van wiskundige concepten gaat komt in de Iiteratuur het
ë'dubbelzinnige'' karakter van de wiskunde en het begrijpen daarvan aan de orde. Zo
onderscheidt Sfard (1991) het begrijpen van een wiskundig concept in operutioneel en
structureel als twee kanten van dezelfde munt. Dit wordt veroorzaakt door de dualiteit van
de wiskundige concepten zelf. Deze dualiteit, een concept is ook een proces, bracht Gray en
Tall tot de introductie van het woord ''procept'' (Gray & Tall, 1994). Byers (2007) gebruikt het
woord ambigu'l'teit voor de mee|oudige betekenis van een wiskundig concept, en kenmerkt
het wiskundig denken hierover als een creatieve bezigheid, die wezenlijk iets anders is dan
het toepassen van algoritmes.
In het geval van een DV kornt dit ''dubbelzinnige'' karakter naar voren bij het begrip
afgeleide en de daarbij behorende notatie dp/dx (TaII, 2009), Met dy/dx wordt niet alleen de
mate waarmee yverandert aangegeven, en meetkundig de richtingscoëfficiënt van de
raaklijn aan de grafiek van y(x) (het concept), Het is ook (het resultaat van) een proces,
namelijk het nemen van de Iimiet van het diserentiequotiënt, en daarmee een verhouding,
een deling. De notatie dy/dx is niet voor niets gekozen: hier speelt dezelfde dubbelzinnigheid
een rol als bij het procept breuk. Een breuk is immers zowel een deling ats het resultaat van
die deling, (Meesters, 2010,. Thurston, 1990 ). Zo is ook dy/dx op te vatten als een proces én
het resultaat van dat proces met een nieuwe ''hogere'' betekenis. Aangezien de afgeleide
een wezenlijk element van een DV is, speelt deze dualiteit een belangrijke rol als het gaat om
het opstellen van een DV,
Verder onderscheidt Tall drie verschillende soorten van wiskundig denken, de ''drie
denkwerelden van TaII'' (TaII 2004) . Naarmate de mens zich wiskundig ontwikkelt reist hij als
het ware door die drie werelden, ieder volgens z'n eigen route en met zijn eigen
bestemming afhankelijk van talent, beperkingen, belangstelling, ontwikkelmogelijkheden
etc.
Tall gaat er van uit dat de ontwikkeling van het wiskundig denken start in ''the embodied
World ê' de wereld van het waarneembare, de werkelijkheid en zich van daaruit verder
#' '
ontwikkeld naar ''the proceptual world'' een wereld bestaande uit symbolen die we
gebruiken om te rekenen en te manipuleren bij b.v. rekenen, algebra, calculus etc. Het is een
wereld van doen, waarbij de context, de (fysieke) betekenis, niet van belang is. De Iink met
het waarneembare (''the embodied world ë') wordt losgelaten.
Het onderwijs van digerentiaalvergelijkingen speelt zich hoofdzakelijk af in ''the proceptual
world'' Het oplossen van Dvn is een kwestie van manipuleren van symbolen,
De context, de (fysieke) betekenis van een DV (dëthe embodied world '' van de DV), is voor
het oplossen ervan niet van belang en daar wordt dus ook weinig aandacht aan besteedt.
Het ontbreken van deze Iink met de werkelijkheid maakt het analyseren van een DV lastig,
want leerlingen hebben de benodigde eerste stap in de ontwikkeling van het wiskundig
denken over Dvn overgeslagen.
4 juli 2011
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Onderzoek in Onderwijs
Het Effect van een Introductieles
Di|erentiaalvergelijkingen
Op basis van deze aspecten zijn de volgende kernpunten voor het OiW gekozen:
Het concept afgeleide als mate voor verandering.
De Iink tussen ''the embodied world'' en ''the proceptual world'' van DVn.
Volgens Freudenthal (1983) is wiskunde een taal en een middel om de werkelijkheid te
begrijpen. Die werkelijkheid moet dan vertaald worden in wiskunde en de wiskundige
resultaten moeten ge'l'nterpreteerd worden in de werkelijkheid, Dit gehele proces heet
mode//eren. Modelleren koppelt ''the embodied world'' aan ''the proceptual world''.
Het opstellen van een DV is een speciale vorm van modelleren (Verhulst, 2008).
In dit modelleerproces is de context het middel om een wiskundig concept te leren
begrijpen. Dit idee Iigt aan de basis van Realistic Mathematics Education (RME) en Emergent
Modelling (Gravemeijer, 2007). De mechanica kan bijvoorbeeld dienen als context om
differentiaalrekening te leren (Doorman & Gravemeijer, 1999).
In de les wordt een context uit de hydromechanica gebruikt om na het doorlopen van een
modelleercyclus tot een DV te komen.
Onderzoeksmethode
De onderzoeksmethode is gebaseerd op de methode van Zwaaeveen. (2009).
De deelnemers krijgen een opdracht die ze hardopdenkend moesten oplossen. Deze hardop-
denk-sessies zijn door de onderzoeker afgenomen, op video geregistreerd en
getranscribeerd, en na reductie in acties in een door Zwarteveen ontwikkeld schema
geclassificeerd.
Het onderzoek is een case-study.
De deelnemers kregen vooraf een drietal korte vragen over Dkn die ze schriftelijk moesten
beantwoorden. De antwoorden op deze vragen werden gebruikt om per leerling een relatie
te kunnen Ieggen tussen de uitkomsten van de hardop-denk-sessie en de opvattingen over
het concept DV.
Deelnemers.
De deelnemers aan het onderzoek zijn twee SVWO Ieerlingen met Wi-D van S.G. St.
Canisius te Almelo, te noemen S. en R., die de introductieles over DV hebben bijgewoond.
S. heeft een EM profiel met wiskunde B zonder natuurkunde.
R. heeft een NT profiel.
4 Ii 2011
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Het Effect van een Introductieles
Di|erentiaalvergelijkingen
Onderzoeksinstrument
Het onderzoeksinstrument is een door Zwarteveen ontwikkeld classificatieschema.
Tabel 1
Clussllicatieschema
A B C D
naam As Ai Bv Be Ci Cw Cd Da Dd Dr
actie 1
actie 2
actie n
Hierin worden een aantal fases onderscheiden; zie Figuur 2.
Figuur 1
Fasen in het classificatieschema
A Verkennen
As: verkennen van de âituatie
Ai : ldentificeren van de relevante grootheden
B Variabelen
Bv: het kiezen van xariabi Ien
Be: het toekennen van âenheden
C Onafhankeliâke variabele
Ci: het ldentificeren van de onafhankelijke variabele
Cw: het onder hoorden brengen hoe de afhankelijke grootheid verandert, resp.
grootheden veranderen
Cd het onder woorden brengen hoe de afhankelijke grootheid verandert resp.
;'
grootheden veranderen in de vorm van een |iserentievergelijking.
D DV
Da: het uitdrukken van deze verandering in een DV voorafgegaan door een
differentievergelijking.
Dd : het direct uitdrukken van deze verandering in een ZV.
Dr: het noemen van de fandvoorwaarden
In het schema worden de benoemde acties geclassificeerd, De kolom waarin een symbool is
geplaatst geeft de fase waarin de actie thuis hoort Het symbool geeft aan of de adie
- correct is en gepaard gaat met inzicht (gesloten symbool: *) of
fouten bevat, onvolledig is of zonder inzicht werd verricht (open symbool: 0).
4 juli 2011
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Materiaal
De opdracht fFiguur JFout! Verwijzingsbron niet gevonden-), die de Ieerlingen in de hard-
p-denk-sessie voor zich krijgen, bestaat uit het opstellen van twee verschillende Dvn binnen
eenzelfde context, een 'predator - prey' probleem.
Deze opdracht is een andere dan die door Zwarteveen werd gebruikt. Dit om twee redenen.
Allereerst gebruiken we in de Ies een zelfde context als in de opgave van Zwa|eveen. Bij
hergebruik van de context bij de hardop-denk-sessie zou een zekere mate van voorkennis
verondersteld kunnen worden.
Het probleem is verder zo gekozen dat het analyseren van het context niet te moeilijk is, in
ons geval: dieren worden geboren en gaan dood al dan niet door gewelddadige tussenkomst
van anderen, zodat alle aandacht en energie besteedt kan worden aan het opstellen van het
model, de DV.
4 juli 2011
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Onderzoek in Onderwijs
Het Efïect van een lntroductieles
Dilerentiaalvergelijkingen
Figuur 2
Opdracht hardop-denk-sessie .
Opdracht
Natuurpark de Hoge Veluwe wil onderzoeken hoeveel vossen en konijnen er in
het natuurpark Ieven. Boswachters tellen al jaren de konijnen en vossen, maar de
resultaten verschillen nogal.
Je krijgt de opdracht om met behulp van onderstaande data het aantal konijnen
en vossen uit te rekenen in een stabiele toestand, met andere woorden de
aantallen konijnen en vossen zijn constant,
De volgende gegevens zijn bekend:
Konijnen worden gemiddeld 5 jaar oud (als ze niet opgegeten worden) dus 20%
van de populatie sterft per jaar aan ouderdom en elk vrouwtje werpt gemiddeld 1
jong per jaar. Er zijn evenveel vrouwtjes als mannetjes.
De kans dat een konijn wordt opgegeten is afhankelijk van het aantal vossen,
immers hoe meer vossen, hoe groter de kans dat een konijn er eentje tegenkomt.
De kans dat een willekeurig konijn een willekeurige vos tegenkomt is 1 %.
Bij 60% van deze 'ontmoetingen' wordt het konijn opgegeten.
Vossen worden gemiddeld 20 jaar oud, dus 5% van de populatie sterft van
ouderdom. Het aantal jongen dat geboren wordt is afhankelijk van het aantal
konijnen, immers hoe meer konijnen hoe minder tijd en energie vossen kwijt zijn
met het vangen van prooi, hoe meer tijd er over is voor Ieuke dingen zoals b.v.
voortplanting. Elk vrouwtje werpt gemiddeld q jongen per jaar, met q =
0,O0Ol*aantaI konijnen.
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Om te voorkomen dat Ieerlingen in de opgave verzanden kan de onderzoeker bijsturen door
middel van interventies. Een interventie kan worden gedaan na minimaal 2 minuten stîlte.
Een lijst met interventies is toegevoegd in Tabel 2, er zullen geen andere interventies
worden gedaan.
De interventies zijn gericht op het activeren van het denkproces en op het doorlopen van de
modelleercyclus.
Tabel 2
Jnterventfes
denkproces Modelleer cyclus
Stap 1: Beschrijf wat er gebeurt
Conceptualiseren (in het bos)
Welke variabelen spelen een rol ?
Heb je alle relevante data is er
iets vergeten ? (ziekte, voedsel)
Stap 2: Wat kun je zeggen als het konijnen
Mathematiseren en vossen aantal in evenwicht is ?
Hoeveel worden er geboren ?
Hoeveel sterven er een natuurlijke
dood ?
Hoeveel worden er opgegeten ?
Kun je hier een vergelijking van
maken ?
Stap 3: Reken uit !
Analyseren
Stap 4:
Interpreteren &
Valideren.
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Dataverzameling , verwerking en analyse
De dataverzameling bestaat uit een videotape met daarop de twee hardop-denk-sessies,
De data op deze tape is bijgevoegd op CD-rom.
De dataverwerking (transcriptie) besloeg het uitschrijven van wat er letterlijk tijdens de
hardop-denk-sessie gezegd werd (zie Bijlagen).
De transcripties zijn samengevat en de denkstappen (acties) van de leerlingen zijn
gerelateerd aan de stappen van de modelleercyclus.
Deze acties zijn in het classificatieschema geplaatst, en voorzien van open en gesloten
symbolen voor de deelfases van de fases A-D. Een gesloten symbool geeft aan dat de actie
met inzicht gepaard ging, en een open symbool geeft aan dat de actie fouten bevatte,
onvolledig was, of zonder inzicht verricht werd.
Zwarteveen stelde vast dat de meeste Ieerlingen zonder hulp niet ver komen bij het
opstellen van een DV. Het resultaat van Zwarteveen is ons uitgangspunt om te vergelijken of
de introductieles digerentiaalvergelijkingen effect heeft gehad.
4 juli 2011
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Resultaten en conclusies
Voor beide Ieerlingen heeft de introductieles geen effect gehad.
Beide hebben geen DV opgesteld tijdens de hardop-denk-sessie.
Tabel 3
Resultaut Ieerling S.
A B f D
S. As Ai Bv Be Ci Cw Cd Da Dd Dr
Lezen van de opgave o
Aantallen konijnen en vossen o
zijn relevante variabelen
Tabel 4
Resultuat Ieerling R.
h B C D
As Ai Bv Be Ci Cw Cd Da Dd Dr
De eerste 3 minuten *
Legt verbanden *
Stel K, Stel V @
4 juli 2011
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Leerling S.
S. Ieest de opgave door. Ze vat de opdracht niet samen, geeft geen blijk te begrijpen waar
het over gaat.
De fase Ai; verkennen van de situatie vindt plaats maar zonder begrip.
Ze geeft aan de gegevens te willen opschrijven
Ze identificee| niet de relevante groothedentAs; identificeren van de relevante
grootheden); waar gaat het nou om ? Ze schrijft meteen de gegevens die bij de opdracht
gegeven zijn op,
Konijnen
20% van de populatie sterft per jaar
aan ouderdom
Er zijn evenveel mannetjes als
vrouwtjes
Er is 1% kans dat een konijn een
willekeurige vos tegenkomt
En bij 60% van die 1% wordt het
konijn ook opgegeten
Elk vrouwtje werpt 1 jong per jaar
(Iater aan gedacht)
Vossen
5% van de vossen sterft per jaar aan
ouderdom
Aantal jonge vosjes dat geboren
wordt per jaar q = 0,0001 keer het x -
aantal konijnen
Alle gegevens zijn door S. benoernd, ze maakt echter een denkfout.
Ze gaat ervan uit dat als 20% van de konijnen per jaar sterft aan ouderdom, dan sterft 80%
aan iets anders
Vervolgens vraagt ze zich af wat ze uit moet rekenen (Aiigeen begrip) en Ieest aanwijzing de
opdracht nog eens en begint te rekenen, ze neemt daarbij aan dat er 100 konijnen zijn en
loop na een aantal minuten vast.
Kennelijk stelt ze vast dat het aantal konijnen een relevante varabele is (Bv: het kiezen van
variabelen), maar in plaats van een symbool kent ze er een getal aan toe.
Dit doet ze Iater met de vossen op dezelfde manier.
De fase Bv vindt plaats, maar zonder begrip.
De fase Be het toekennen van de eenheden vindt niet expliciet plaats, maar Iigt zo voor hand
dat dit niet als gemis wordt ervaren.
TlP1: wat kun je zeggen als het aantal konijnen en vossen in evenwicht is ?
4 juli 2011
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Ze trekt de conclusie dat het aantal konijnen (en vossen) dat geboren wordt in evenwicht
gelijk is aan het aantal dat sterft.
Ze stelt vast hoeveel konijnen er geboren worden (als er 100 konijnen zijn) berekent hoeveel
er een natuurlijke dood sterven (fout; 20% van de 50 die er sterven ipv 20% van de
populatie) en dus ook hoeveel er door de vossen worden opgegeten.
Dit probeert ze later ook nog een keer voor de vossen, maar komt ook hier niet verder.
De fasen C en D vinden niet plaats
Leerling R.
De eerste opmerking van R. ''Er moet dus een soort van model staan'' is treffend. Hij begint
niet met een getalvoorbeeld, maar slaat aan het redeneren. Gaat uitzoeken op welke
manieren de konijnen dood gaan. Via opeten en ouderdom. Hij probeert wat met de
percentages 1,60, 20. Noemt het aantal konijnen K en gaat vervolgens toch een
getalvoorbeeld uitproberen. Hiermee Ioopt hij vast en gaat weer verder met redeneren.
Aanvankelijk gooit hij de gegevens van de konijnen en de vossen door elkaar, maar daarna
komt hij via redeneren toch op de juiste weg. Hij vindt -0,2K vanwege ouderdom. Het opeten
door vossen Ievert problemen op. Niet zo verwonderlijk want het is uitermate Iastig om te
komen tot -0,006 VK. Hij komt uiteindelijk bij -0,60K uit. Het aantal konijnen dat er bijkomt
door geboorte geeft hij aan door K/2*2, waarbij het K/2 moet zijn. Door de aanwijzing van
Berthil (wanneer is er evenwicht) komt hij op het goede idee om er een vergelijking
K/2*2=K /l00+k*0 20 van te maken, Jammer voor ons is dat op deze manier er geen DV
;'
ontstaat waarbij je vervolgens uitgaat van dK/dt=0.
Vervolgens was hij bij de vossen met 1 minuut klaar omdat hij een analoge redenering
volgde als bij de konijnen. Zo kwam hij direct op v/l00*5 sterft. Moet gelijk zijn aan wat erbij
komt. Hier 0,0001K terwijl het 0,0001K*0,5V had moeten zijn (aantal geboortes hangt ook
van het aantal vrouwelijke vossen af), Dezelfde moeilijkheidsgraad als daarnet,
4 juli 2011
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Discussie
We hadden verwacht dat het begrip diserentiaalvergelijking een rol zou spelen bij de
hardop-denk-sessie.
Teleurstellend is dat beide Ieerlingen tijdens de opdracht geen moment het woord
differentiaalvergelijking hebben Iaten vallen ondanks het feite dat deze sessie volgde op een
Iesmiddag over DV.
Aan de hardop-denk-sessie gingen drie inleidende vragen over DV vooraf (Zie: bijlage
Antwoorden op de inleidende vragen van de hardop-denk-sessie). Ook hieruit bleek dat de
essentie van wat wij tijdens de introductieled DV wilden overbrengen niet is overgekomen.
Het is opvallend hoe totaal verschillend beide Ieerlingen de opdracht probeerden op te
lossen.
Tabel 5
Analyse denkproces hardop-denk-sessl'e
Leerling S. Leerling R.
S. inventarisee| de gegevens en begint te R, ging analytisch te werk
rekenen, zonder strategie. Ze verzandde in
een moeras van getallen waardoor ze niet
meer in staat was om richting te geven aan
haar eigen denkproces .
De hardop-denk-sessie was voor ons een zeer interessante ervaring. Beide Ieerlingen gaven
ons de gelegenheid hun denkproces te volgen.
We concludeerden dat we te weinig stil staan bij hoe Ieerlingen denken.
De Iesmiddag is opgezet als introductieles voor de UT met als de bedoeling het begrip DV te
introduceren.
Terugblikkend moeten we concluderen dat het onderwerp DV te groot is voor een
Iesmiddag.
Als aan de introductieles op de UT vastgehouden wordt is het aan te bevelen de Ies te Iaten
voorafgaan door een tweetal theorielessen waarin uitgebreid aan de orde komt
* dat een DV een middel is om een verandering te beschrijven.
* hoe zo'n DV eigenlijk in elkaar zit.
De opdracht van het verontreinigde meer kan hierbij een uitgangspunt zijn.
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Bijlagen
Transcriptie Ieerling S.
tijd S. Berthil
(|0:00 Wat is een diserentiaalvergelijking, hmm
dat wil zeggen geef een zo uitgebreid
mogelijke omschrijving van wat jij allemaal
weet over het algemeen begrip
diserentiaalvergelijkingen.
00:20 Even kijken een diserentiaalvergelijking is Ja ga maar verder.
J
een is een vergelijking met een = teken
el'tussen, is zeg maar een opgave waardoor
je een antwoord eruit krijgt, waarschijnlijk
met een onbekende aan de ene kant. Hmm
wat weet ik nog meer over
diserentiaalvergelijkingen ? Meer eigenlijk
niet. Zal ik gewoon naar de volgende gaan ?
00:55 Ja, geef een voorbeeld van een situatie die
met een diserentiaalvergelijking
beschreven kan worden ?
01:07 Hmm je kunt een snijpunt met de x-as
#
hmm, als je een parabool hebt dan kun je
een snijpunt met de x-as of met de y-as kun
je uitrekenen, of hmm wat kun je nog meer
uitrekenen ? Dit komt omdat het zo
onvoorbereîd is. God jongens.
Met een diserentiaalvergelijking kun je ook
de richtingscoësiciënt van een parabool
van een rechte lijn uitrekenen.
02:09 Dat was h'm wel denk ik, van welk van de
volgende uitdrukkingen zijn de
diserentiaalvergelijkingen, hmm welk van
de volgende uitdrukkingen zijn
diserentiaalvergelijkingen ?
02:20 Volgens mij allemaal toch? Hmm nou B
zowieso, want daar staat een nul achter, ja
dat is bij allemaal eigenlijk, nou volgens mij
allemaal alleen bij ... ja volgens mij allemaal,
02:43 Zullen we nou naar dees gaan Ja, goed gedaan.
02:45 Ja ja
02:50 Ok hmm, moet ik deze ook helemaal Nee,lees maar voorjezelf even door.
voorlezen ?
03:00 OK, START; Ieest opgave door
04:30 Nou, lk vind het handig om eerst even alles
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op te schrijven wat de gegevens zijn. Het
eerste gegeven is dat het konijn vijf jaar oud
wordt, verder staat er dat 20% van de
populatie sterft perjaar aan ouderdom dus
#
80% wordt waarschijnlijk gedood door de
vos
05:07 Het volgende cijfer is dat er ekenveel
vrouwtjes als mannetjes zijn
05:27 Er is 1 procent kans dat een konijn een
willekeurige vos tegenkomt
05:50 En bij 60% van die 1% wordt het konijn ook
opgegeten. Dat geef ik aan met een pijltje.
06:08 Dan geeft geven ze over de vossen. Vossen
worden 20 jaar oud.
06:18 Dat betekent dat 5% van de vossen per jaar
sterft aan ouderdom.
06:32 95% is aan iets anders
06:50 Moet er niet ergens staan wat een sterretje Dat betekent keer
betekend?
OK
07:08 En dan het aantal jonge vosjes dat geboren
wordt per jaar is q=0,0001 keer het x -
aantal konijnen
07:37 Wat moet ik nou uitrekenen eigenlijk ? Hier staat de opdracht, bovenaan
'oK
07:55 Ik denk dat ik het beste kan beginnen met
de voorstelling. Stel dat er nou 100 konijnen
per per jaar zijn dan gaan er 20 per jaar
dood ............aan
08:27 en 1%, hmm die snap ik even niet
08:38 oe, moeilijke vraag
08:45 Ho wacht effe ik ben nog wat vergeten, elk
vrouwtje werpt ljong per jaar, en er zijn
dus 50 vrouwtjes en 50 mannetjes dus er
zijn 50 jongen en er gaan 20 dood. Dus dat
betekent dat de populatie per jaar stijgt.
(|9:10 hmmm
09:20 20, hmm
09:26 Even kijken wat weten we over de vossen
09:33 Ik weet niet of het goed is maar de vossen
Ieven 4 keer zo Iang dus ik denk dat er wel
wat meer vossen zijn dan ... nee ik denk dat
er meer konijnen zijn dan vossen.
09:53 Oh ja, nu zie ik hetier zijn 10000 keer meer
konijjnen dan vossen.
10.22 Ik weet alleen nog niet zo goed wat ik met
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die 1% moet doen, hmm
10:35 Ja zo over het algemeen denk ik helemaal
#
niet meer weten wat ik nu mù et doen dus
10:45 We hebben een Iijstje gemaakt met dingen
we als tip geven
10:58 hmm TIP1: Wat kun je zeggen als het aantal
konijnen en vossen in evenwicht is ?
11:05 Hmm, dat er geen konijnen bij komen en precies
dat er geen vossen bij komen
11:10 Ja, dus en er wordt hier vanuit gegaan dat ja
het aantal konijnen en vossen in evenwicht
is
11:20 OK, dan moet ik een getal vinden waardoor
er evenveel konijnen dood gaan .... Als er bij
komen
11:34 Maar er gaan natuurlijk niet alleen konijnen
dood aan ouderdom .. OK
11:46 80 % van de konijnen gaat dood door de vos
11:55 Per jaar
12:10 Is deze zin dus 20% van de populatie sterft ja
aan ouderdom is dat dus 1/5 van de
populatie, daarvan sterft 20% aan
ouderdom
OK
12:30 Dus 1/5 van de ..,.... 1/5*20 .,.,.dus even
kijken hoeveel procent dat is 0,20 keer 0,20
=0,04%. 4% sterft aan ouderdom van de
hele populatie hmm
13:40 Tja, ik denk dat ik iets met die 80% vossen Jouw insteek was goed.
en 1% konijnen moet doen maar ik denk Als er evenveel konijnen worden .geb...
dat ik weer vast zit Er is evenwicht als er evenveel worden
geboren als er dood gaan.
Nou gaan er 20% per jaar dood aan
ouderdom, en geen 4%
ja En de andere 80% hoeft niet
noodzakelijkerwijs dood te gaan, want een
konijn kan 5 jaar worden.
OK dat wordt wel heel moeilijk.
14:30 Gaat er maar 1% van de 80% dood aan ... of
1% van 100% gaat dood aan de vos
14:53 nou We gaan even terug naar de hint die heb ik
#'
nu toch al gegeven.
Je hebt gezegd als het aantal konijnen in
evenwicht is gaan er evenveel dood als er
geboren worden.
15:03 ja Probeer daar 'ns mee verder te gaan.
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Daar zit de sleutel van het verhaal.
15:12 Hmja, ok, ehmm per jaar wordt er dus de
h... de helft is een vrouw dus per jaar wordt
de helft van wat er al was komt er weer bij,
maar dan moet er dus ook de helft dood
gaan, dus
15:40 Stel dat er 100 konijnen zijn, dan komen er
50 bij, en dan moeten er dus ook 50 af, en
20% gebeurt dat door, door ouderdom
16:10 Dus 10 en dan gaat ,.. moeten er nog 40
#
konijnen moeten er nog af
16:20 Waardoor gaan die andere 40 dood, dus
door de vos
16:27 40 konijnen dood door de vos,
16:39 Ja, ik vind te moeilijk
17:12 Nou, dus klopt dat er 10000 keer zoveel
konijnen zijn dat klopt volgens mij niet want
de vos gaat minder snel dood
17:30 hmm
17:40 Als ze nu op ...1% van alles wordt opgegeten
18:00 Hmm, dat klopt ook niet
18:06 0,0..0,6% wordt opgegeten, hmm
18:47 Dat zou maar betekenen dat er 3 konijnen
worden opgegeten, dat lijkt me niet
19:00 Maar betekent dit dat l konijn lspecifieke Dat is de kans dat elk konijn, een konijn een
vos heeft trouwens ? vos tegenkomt, dus konijnen die huppelen
Omdat ie een, gewoon een vos tegenkomt door het bos en van de 100 dagen komen ze
1 dag een vos tegen
19:40 1 op de honderd dagen komen ze een vos
tegen, ze hebben 5 jaar, als het goed is, 1
op de 100 dagen komen ze een vos tegen
20:10 Ja, hmm, ja,
20:25 ik geloof dat ik weer vast zit, ze worden 5
jaar oud en 1 op de 100, hmm
21:08 1 op de 100 dat ze een vos tegenkomen dus
5 jaa r
21:27 Dus en maar 5 0 osjaar en dat gedeelte van
hun Ieven komen ze een vos tegen
21:40 Even kijken
21:50 Dan is nog maar 60% kans dan is er 60%
kans dat ze worden opgegeten,
22:05 dus
23:02 Hmm ik zit echt vast Pak 'ns een nieuw stukje papier, je hebt
vastgesteld dat in evenwicht er evenveel
konijnen dood gaan als er geboren worden
23:20 ja Dat geldt ook voor de vossen
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23:24 Oh ja natuurlijk Je hebt verder vastgesteld, dat als ik 100
konijnèn heb, dan gaan er 20 dood aan
ouderdom
23:31 Ja Je hebt ook vastgesteld dat er 50 geboren
worden, en dan blijven er 30 over
23:42 Ik heb er 40 trouwens Dat maakt niet zoveel uit, hmm hoe gaan
die andere 40 dood?
23:52 Door de vos Precies, dat is de enige andere
mogelijkheid of ze sterven van de
#
ouderdom of ze worden opgegeten. Dus tot
zover heb je het hartstikke goed voor
elkaar. En nou ben je aan het worstelen met
die procenten.
24:82 En ik hoor jou praten en denk het is ook wes
Iastig om dat te zien. Nou heb je niet 1 vos,
maar je hebt een x-aantal vossen dus de
#'
kans dat een konijn een vos tegenkomt, dat
ie 1 vos tegenkomt is 1%, maar als er 10
vossen zijn is die kans
24:26 Ok, 10% Dus hoe meer vossen er zijn hoe groter de
kans dat een konijn er 1 ziet en dus ook hoe
groter de kans dat hij wordt opgegeten. Dus
de kans dat een konijn wordt opgegeten is
afhankelijk van hoeveel vossen er zijn.
24:38 Ja, dus ik moet nu ergens bezig met hoeveel Het grijpt dadelijk in elkaar, je bent een heel
vossen er zijn eind op weg, ik vind het heel knap hoever je
al gekomen bent
24:48 Gelukkig, dan Ieg ik deze eerst op de kop,
dan kan ik niet meer naar de konijnen
kijken, ga ik nu met de vossen beginnen.
24:55 Nou, de vos wordt dus 20 jaar oud en 5%
F'
sterft aan ouderdom
25:10 Betekent dat ook gelijk dat de rest sterft Niet iedereen hoeft dood he ?
omdat ze niet genoeg konijnen hebben ? Als je 20 konijnen hebt en ach nee 20
ê
vossen hebt, dan gaat er eentje per jaar
dood aan ouderdom, en de anderen blijven
doorleven tot ze 20 jaar zijn.
25:28 Ok dus perjaar gaan er 5% dood
Maar er moeten ook 5% weer bijkomen precies
25:36 Ok, ja, hmm, ik ga ervan uit dat er minder
vossen dan konijnen zijn, dus laten we hier
maar even beginnen met 50
25:48 Er gaat 5% dood, keer 0,05
26:00 Laten we dit maar even 10 maken dat is
makkelijker rekenen.., gedeeld door 20 is ..
krijg nou hoofdrekenen, wat erg
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Dat is nou een half gaat dood dus
F
26:25 Dat is ook 0,5y
26:40 OK, dan moeten er 0,5 bij, pak even m'n
rekenmachineznou, hier schiet ik nog wat
mee op he, och jongens, dus, hmm, en het
aantal konijnen dat er bij moet komen is q
gaan we dat de formule gelijkstellen aan
0,5, een diserentiaalvergelijking dus hmm
0,000l*het aantal konijnen, nou, dan doen
we 0,5 keer 10000
27:35 Dan heb je 5000 met 5000 konijnen zijn.
27:54 Dus als je als er een halve vos per jaar wil
geboren worden moeten er 5000 konijnen
zijn
28:15 Ok moeten er in totaal 5000 konijnen zijn
ja, dan gaan we weer naar de konijnen dan
moeten dus 5000 konijnen zijn
28:35 Daarvan stedt twin... hmm er worden er de
helft komt erbij dus 2500, komt erbij,
geboren, dus moeten er ook 2500 sterven.
29:06 Even kijken
29:13 En van die 2500 sterven er 20% van de
ouderdom dud 500 sterven van ouderdom
#
en de andere 2000 sterft door de vos.
29:52 De vos
30:00 Hmm, zit ik daar weer mee. Je bent nu ruim een half uur bezig, als je
zegt van ik heb het wel gezien dan mag dat,
als je zegt ik wil nog even door, dan mag dat
ook
30:30 Nou, ik denk dat ik er niet veel verder meer
mee kom.
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Transcriptie Ieerling R.
tijd R. Berthil
5.55 START
7.43 Er moet dus een soort van model staan precies
7.53 Er zijn verschillende redenen waarop konijnen
dood kunnen gaan
7.54 Als die een vos tegenkomt, die kans is 1%
8.15 Dus de kans dat hij een vos tegenkomt is
lTùdaarvan wordt 60% opgegeten, andere reden
is sterven aan ouderdom is 5%
8.42 Nee dat is bij vossen, 20% ouderdom
9.32 Stel het aantal konijnen is K
9.42 Dan wordt de vergelijking, het gemiddeld aantal
jongen per jaar q is O,0001K.
K is afhankelijk van 20% 1% daar weer die 60%
van.
10.12 Dat is wat er af gaat, wat er bij komt zijn, elk
vrouwtje l jong per jaar
10.40 Konijnen worden 5 jaar oud dat betekent dus dat
elk vrouwtje 5 jongen voortbrengt in haar Ieven.
12.25 Stel de populatie konijnen is 100 dan gaat elk jaar
20% sterft, blijven er 80 over, stel de helft zijn
vrouwtjes, is 40, elk jaar ljong erbij dus aan het
eind van het jaar is dat aantal verdubbeld, plus
nog 40 mannetjes is 120, van die 120 komt 1% een
vos tegen, als het goed is, nee, de kans is dat 1%
de vos... nou 1% komt de vos tegen, dat is 1,2 nee
dat klopt niet.
14.25 K is gewoon q/0,0001. Ja dan heb je op zich toch al
een model. Toch?
14.54 Hiermee kun je in elk geval berekenen hoeveel
erbij komt elk jaar. Maar dan gaat er ook nog wat
af.
15.30 Als je K deelt door 2 en dat aantal doe je weer
keer 2 dan weet je in ieder geval wat erbij komt.
16.00 K delen door 100 keer 60% wordt opgegeten
16.19 En K keer 0,20 ster'ft door ouderdom
16.42 Ja, heel veel kan ik er eigenlijk niet van maken Je bent er bijna.
16.51 Ik denk dat ik dit nog moet verwerken in dit model
Toch, Iijkt mij. Even terug tot naar wat je al
hebt. Je hebt berekend
hoeveel konijnen er worden
opgegeten. Je hebt berekend
hoeveel konijnen dood gaan
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aan ouderdom en hoeveel er
konijnen er worden geboren
elk jaar.
Als nu het aantal konijnen in
evenwicht is, daar bedoelen
We mee constant blijfl. Wat
weet je van de dingen die je
hebt uitgerekend.
17.28 Dat die hetzelfde blijven elk jaar, of Dat er dus evenveel konijnen
dood gaan a|s dat er
Oooo, dus dit is gelijk aan dit.
17.58 Ja, maar dan weet ik eigenlijk nog niet hoe het Maar je zegt het, schrijf het
moet op wat je zegt,
18.14 Eh, K gedeeld door 2 keer 2. Hoeveel is dit samen. (klapt in z'n handenlle bent
Is K gedeeld door 100 keer 60 plus K keer 0,20. Is halverwege.
dit um?
18,38 Aa, nu nog de vossen Ja
18.45 Voor de vossen is eigenlijk hetzelfde een beetje.
18.55 Is V, ehm
19.07 Ja V door 100 keer 5 sterft, eh.
19.29 Ja dus 0,0001 keer het aantal konijnen is gelijk aan Dank je wel, En nu heb je
het aantal vossen dat dood gaat, want die blijft twee vergelijkingen met
toch ook in evenwicht twee onbekenden en dan
kun je het aantal vossen en
konijnen oplossen. Super
gedaan.
19.58 OK Goed, hartelijk bedankt
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Antwoorden op de inleidende vragen van de hardop-denk-sessie
A
Wat is een differentiaalvergelijking? Dat wil zeggen:
Geef een zo uitgebreîd mogelijke omschrijving van wat jij allemaal weet over het
begrip differentiaalvergelijking.
Vergelljking met een = teken ertussen waarschknl|k met een onbekende uan de
ene kant
Heeft te muken met de afgeleide. Universeel, voor veel situaties, bevat quotient,
variabele en een constante
Geef een voorbeeld van een situatie die met een differentiaalvergelijking
beschreven kan worden.
S.
R.
B
S. te kunt een snb'punt met de x-us of met de y-us uitœkenen, richtingscoeyicient
van purubool en rechte Iéjn uitrekenen.
R. Een voorbeeld vun situaties is het maken van een aurdbevingsbestendig huis
C
Welke van de volgende uitdrukkingen zijn diserentiaalvergelijkingen
(y is een functie van x):
' = 3
P
ja * + |J f .j. g :: ()
v' = g v
)7' = (3 ;k'
S. Allemaal
R . C
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